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Ch1. Ch1. 최적최적 설계설계 개요개요

1.1 최적 설계 문제의 일반적 정식화

1.2 최적 설계 문제의 구성 요소

1.3 최적화 기법의 분류
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1.1 1.1 최적최적 설계설계 문제의문제의 일반적일반적 정식화정식화

Objective FunctionObjective Function

Subject to

Minimize

ConstraintsConstraints

)(xf

mjg j ,,1,0)( Λ=≤x

pkhk ,,1,0)( Λ==x

: 부등호 제약 조건(Inequality Constraint)

: 등호 제약 조건(Equality Constraint)

Where ),,,( 21 nxxx Λ=x

ul xxx ≤≤
: 설계 변수 벡터에 대한 상·하한값 제약 조건
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1.2 1.2 최적최적 설계설계 문제의문제의 구성구성 요소요소(1)(1)

� 설계 변수(Design Variable)
y 설계하고자 하는 치수, 위치 등을 나타내는 변수로서 자유

변수(Free Variable) 또는 독립 변수(Independent Variable)라고
함

y 종속 변수(Dependent Variable)
� 설계 변수의 결정 후 종속적으로 결정되어지는 변수

� 제약 조건(Constraint)
y 설계에서 기능상 요구되는 조건 또는 크기의 제한 등을 정의

y 부등호 제약 조건(Inequality Constraint), 등호 제약
조건(Equality Constraint)
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1.2 1.2 최적최적 설계설계 문제의문제의 구성구성 요소요소(2)(2)

� 목적 함수(Objective Function)
y 최적(Optimum)을 나타내는 기준으로 비용, 무게 등과 같은 값을

비교하여 어느 설계 대안(Design Alternative)이 보다 나은지를 나타낼
수 있는 함수

제약 조건

목적 함수
(최대값)

설계 변수

설계 변수
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1.2 1.2 최적최적 설계설계 문제의문제의 구성구성 요소요소(3)(3)

최적해 중에서도
가장 좋은 최적해

(전역 최적해)

특정 범위
내에서의

최적해
(국부 최적해)

국부 최적해
=

전역 최적해

제약 조건을
만족하는
설계 영역

제약 조건에 의해

최적해는

달라질 수 있음

목적 함수와 제약 조건에
따른 최적해(최대값)의 결정
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1.3 1.3 최적화최적화 기법의기법의 분류분류(1)(1)

� 전역 최적화 기법(Global Optimization Methods)
y 장점

� 다수의 국부 최적해(Local Optima)를 가진 대규모 문제에
적합

y 단점
� 최적해를 얻기 위해 많은 Iteration이 필요(긴 계산 시간

요구)
y Genetic Algorithms(GA), Simulated Annealing, etc.

� 국부 최적화 기법(Local Optimization Methods)
y 장점

� 최적해를 얻기 위해 상대적으로 적은 Iteration이 필요(짧은
계산 시간 요구)

y 단점
� 초기해(Starting Point)에 가까운 국부 최적해를 도출(거의

국부 최적해만 찾음)
y Method of Feasible Directions(MFD), Sequential 

Quadratic Programming(SQP), Multi-Start Optimization 
Method, etc.
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1.3 1.3 최적화최적화 문제의문제의 분류분류(2)(2)

� 제약 조건의 유무
y 비제약 최적화 문제(Unconstrained Optimization Problem)

� 제약 조건이 없는 최적화 문제

� 직접 탐사법(Hooke & Jeeves Method, Nelder & Mead’s Simplex Method), 
Gradient 방법(Steepest Descent Method, etc.), etc.

y 제약 최적화 문제(Constrained Optimization Problem)
� 제약 조건이 있는 최적화 문제

� Penalty Function Method, Sequential Linear Programming, Constrained 
Steepest Descent Method, Method of Feasible Directions(MFD), Sequential 
Quadratic Programming(SQP), etc.

� 목적 함수의 수
y 단일 최적화 문제(Single-Objective Optimization Problem)
y 다중 최적화 문제(Multi-Objective Optimization Problem)

� Weighting Method, Constraint Method



Ch2. Ch2. 비제약비제약 최적화최적화 기법기법

2.1 Gradient 방법
Steepest Descent 방법
공액 경사도 방법(Conjugate Gradient 방법)
Newton의 방법
Davidon-Fletcher-Powell(DFP) 방법
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) 방법

2.2 황금 분할에 의한 1차원 탐색 방법

2.3 직접 탐사법(Direct Search Method)
Hooke & Jeeves의 직접 탐사법
Nelder & Mead의 Simplex 방법



2.1 Gradient 2.1 Gradient 방법방법
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2.1 Gradient 2.1 Gradient 방법방법
-- Steepest Descent Steepest Descent 방법방법((최속최속 강하법강하법))

� 탐색 방향(Search Direction)을 목적 함수의 Gradient Vector의
반대 방향으로 가정하고 순차적으로 최적해를 찾는 방법

Gradient Vector(∇f(x)): 함수 값이 최대로 증가하는 방향

x1

x2

x*
x(3)

x(2)

x(1)

x(0)

∇f(x(1))

탐색 방향

함수 값이
최대로 증가하는

방향

목적 함수를 최소화 하는 문제일 경우
)( )1()1()1( xcd f−∇≡−=

탐색 방향
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제

� Steepest descent 방법(최속 강하법, 최대 경사법)을 이용하여 2변수
함수의 최소점을 구하시오. 단, 시작점 x(0) = (0, 0), convergence tolerance 
ε = 0.001이며, x(3)까지 구하시오.

2
221

2
12121 22),( xxxxxxxxf +++−=Minimize

미지수 2개인 최적화 문제

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

-4

-2

0

2

4
-4

-2

0

2

4

0

50

100

-4

-2

0

2

4

f(x1, x2)

x2

x1

x1

x2

A

A: True solution
x1

* = -1.0, x2
* = 1.5, f (x1

*, x2
*) = -1.25
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-0.5

0

0.5

1

1.5

2

비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)

� 단계 1 -

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇=∇

1
1

221
241

0
0

)(
21

21)0(

xx
xx

ff x

 )( )0()0()0()1( xxx f∇−= α

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

α
α

α
1

1
0
0

대체함로을편의상       )0( αα

αα 2)( 2)1( −=xf

으로부터

조건가질최소값을가함수

0)( 

       )(  
)1(

)1(

=
αd

df
f

x
x

0.1=α
구하기)1(x

2
221

2
12121 22),( xxxxxxxxf +++−=Minimize

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−
++

=∇=∇
21

21
21 221

241
),()(

xx
xx

xxff x

x1

x2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=∴

1
1)1(x

)0(x

)1(x
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(2)(2)

� 단계 2 - 구하기)2(x

 )( )1()1()1()2( xxx f∇−= α

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

α
α

α
1

1
1
1

1
1

대체함로을편의상       )1( αα

125)( 2)2( −−= ααxf

으로부터

조건가질최소값을가함수

0)( 

       )(  
)2(

)2(

=
αd

df
f

x
x

2.0=α

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛−
=∴

2.1
8.0)2(x
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∇=∇
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1
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1
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21)1(

xx
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ff x
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(3)(3)

� 단계 3 - 구하기)3(x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
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⎝
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⎜⎜
⎝

⎛−
∇=∇

2.0
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2.1
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⎟⎟
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⎝

⎛
+
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⎠
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−
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⎞
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⎝
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=
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α

α
2.02.1

2.08.0
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2.0
2.1

8.0

대체함로을편의상       )2( αα

2.108.004.0)( 2)3( −−= ααxf

으로부터

조건가질최소값을가함수

0)( 

       )(  
)3(

)3(

=
αd

df
f

x
x

0.1=α

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=∴

4.1
1)3(x
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(4)(4)

� 단계 4 - 구하기최적해  

.       

          
)1(

)()1(

된다최적해가이그때의중지하며
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Gradient Gradient 방법방법
-- 공액공액 경사도경사도 방법방법(Conjugate Gradient (Conjugate Gradient 방법방법)(1))(1)

� 탐색 방향을 수정하여 최속 강하법보다 수렴율을 향상시킨 방법. 현재의
최속 강하 방향에 직전에 사용된 탐색 방향을 척도화 시켜 더한 것을 탐색
방향으로 사용함

y 단계 1 : 초기 설계점 를 추정한다. 반복 횟수 번호를 으로 둔다.
또한 수렴 매개 변수 을 선정하고 최적 탐색 방향을 계산한다.

그리고,                식을 만족하면 반복 과정을 마치고 만족하지 않으면
단계 4로 간다(공액 경사법과 최속 강하법의 단계 1은 동일함).

y 단계 2 : 목적 함수의 경사도를 계산한다.

여기서, 만일 이면 멈춘다. 그렇지 않으면 계속한다.

)0(x 0=k
ε

)( )0()0()0( xcd f−∇≡−=

ε<)0(c

)( )()( kk f xc ∇=

ε<)(kc
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Gradient Gradient 방법방법
-- 공액공액 경사도경사도 방법방법(Conjugate Gradient (Conjugate Gradient 방법방법)(2))(2)

y 단계 3 : 다음과 같이 새로운 탐색 방향을 계산한다.

y 단계 4 :                        를 최소화 하는 를 계산한다.
y 단계 5 : 현재의 설계점을 다음과 같이 변경한다.

로 두고 단계 2로 간다.
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Conjugate gradient Conjugate gradient 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Conjugate gradient Conjugate gradient 방법을방법을 이용한이용한 해법해법((22))

� 단계 2 - 구하기)2(x
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Conjugate gradient Conjugate gradient 방법을방법을 이용한이용한 해법해법((33))
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Gradient Gradient 방법방법
-- NewtonNewton의의 방법방법

� 헷세 행렬을 사용하여 탐색 방법을 개선한 방법
y 단계 1 : 시작점 을 추정한다. 반복 회수 번호를 으로 둔다. 

그리고 종료 기준으로 허용치 을 선정한다.  
y 단계 2 :         에서 까지 를 계산한다.
y 단계 3 : 헷세 행렬을 계산한다.

y 단계 4 : 탐색 방향을 계산한다.

y 단계 5 : 설계점을 로 수정한다.
이때 는 를 최소화하도록 계산된다.    를 계산하기
위해서는 어떠한 1차원 탐색법도 사용할 수 있다. 초기 이동 거리
추정으로 로 가정한다.

y 단계 6 :              로 두고 단계 2를 수행한다.
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[[참고참고] 2] 2변수변수 함수의함수의 테일러테일러 전개전개(Taylor Series Expansion)(1)(Taylor Series Expansion)(1)
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[[참고참고] 2] 2변수변수 함수의함수의 테일러테일러 전개전개)(2))(2)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Newton Newton 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Newton Newton 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(2)(2)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Newton Newton 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(3)(3)
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Gradient Gradient 방법방법
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFPPowell(DFP) ) 방법방법(1/2)(1/2)

� 1차 미분만을 이용하여 의 역 헷세 행렬을 근사적으로
계산하는 방법
y 단계 1 : 시작점 를 추정한다.

목적 함수의 역 헷세 행렬을 근사적으로 추정하기 위해 대칭의 양정
행렬 을 선정한다. 처음 시작할 때는 를 선택할 수 있다. 
수렴 매개 변수 을 정하고,          이라 두고 Gradient 벡터를 다음과
같이 계산한다.

y 단계 2 : Gradient 벡터의 Norm        를 계산한다.
만일 이면 반복 과정을 멈추고 그렇지 않으면 다음 단계로
계속 진행한다. 이 방법의 첫 단계는 최속 강하법과 같다. 즉, 첫
단계에서는 단계 4로 간다.

y 단계 3 : 탐색 방향을 다음과 같이 계산한다.

즉, Newton 방법의 을 근사적으로 로 대체한다.
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Gradient Gradient 방법방법
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFPPowell(DFP) ) 방법방법(2/2)(2/2)

y 단계 4 :                        를 최소화하는 이동 거리 를 계산한다.
y 단계 5 : 설계점을 로 수정한다. 
y 단계 6 : 목적 함수의 근사적 역 헷세 행렬 를 다음과 같이 보정한다.

여기서, 보정 행렬 는 다음과 같이 계산한다.

y 단계 7 :               로 두고 단계 2를 수행한다.
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFPPowell(DFP) ) 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFPPowell(DFP) ) 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(2)(2)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFPPowell(DFP) ) 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(3)(3)
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Gradient Gradient 방법방법
-- BroydenBroyden--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGSShanno(BFGS) ) 방법방법(1/2)(1/2)

� DFP 방법은 매 반복 단계에서 역 헷세 행렬을 근사적으로
계산하는데 비해, BFGS 방법은 헷세 행렬을 수정하는 방법
y 단계 1 : 시작점 을 추정한다.

목적 함수의 헷세 행렬을 근사적으로 추정하기 위하여 대칭의 양정
행렬 를 선정한다. 처음 시작할 때는 를 선택할 수 있다. 
수렴 매개 변수 을 정하고,         이라 두고 Gradient 벡터를 계산한다.

y 단계 2 : Gradient 벡터의 Norm         를 계산한다.
이면 반복 과정을 멈추고 아니면 다음 단계를 수행한다.

y 단계 3 : 탐색 방향 를 구하기 위해 다음의 선형 방정식을 푼다.

수학적으로는 Newton 방법의 와 같으나 실제로는
를 근사적으로 보정한다.
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Gradient Gradient 방법방법
-- BroydenBroyden--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGSShanno(BFGS) ) 방법방법(2/2)(2/2)

y 단계 4 :                      를 최소화 하는 이동 거리 를 계산한다.
y 단계 5 : 설계점을 로 수정한다. 
y 단계 6 : 목적 함수의 근사적 헷세 행렬 를 다음과 같이 보정한다.

여기서, 보정 행렬 와 는 다음과 같이 계산한다.

y 단계 7 :              로 두고 단계 2를 수행한다.
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- BroydonBroydon--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGSShanno(BFGS) ) 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- BroydonBroydon--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGSShanno(BFGS) ) 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(2)(2)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- BroydonBroydon--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGSShanno(BFGS) ) 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(3)(3)
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2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한
11차원차원 탐색탐색 방법방법((““황금황금 분할법분할법””))
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황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법(1)(1)

� 최소값이 위치하는 구간 탐색

y 황금 분할법은 최소값이 위치하는 초기 구간을 알고 시작해야 한다.
y 과 에서의 함수값 과 를 계산하여 이

보다 작으면 이동량을 의 증가치를 택한다.
즉, 증분이 이전 증가의 1.618배이다.
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y 에서의 함수값이 와 에서의 값보다 작다면,

최소점은 두 구간, 즉 와 사이에 있다.

y 최소점이 존재하는 구간의 상한과 하한은

황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법(2)(2)
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황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법(3)(3)

� 최소값이 위치하는 구간의 세분화

y 최소값이 위치하는 구간 I(k)를 τ : 1-τ 로 내분하는 점을
양끝으로부터 각각 구한다.

y 구한 점들에서의 함수값을 비교하여 구간을 세분화한다.
� 아래 그림과 같이 양끝 점에서 대칭으로 위치한 두

점으로부터 같은 간격 τ I(k)만큼 떨어진
점 αa 와 αb 를 잡는다.

� 그 점에서의 함수값을 계산하여 큰 쪽의 구간을 버리고, 
남은 구간을 새로운 구간으로 정한다.

I(k)

(1 - τ)I(k)=(1/3)I(k)τI(k)=(2/3)I(k)

(1 - τ)I(k)=(1/3)I(k) τI(k)=(2/3)I(k)
αl αu

αa αb(a)

<τ = 2/3일 경우의 예>

I(k+1)=τI(k)=(2/3)I(k)

τI(k+1) (1 - τ)I(k+1)
αl′

αb′(b) αa′

f(αa) < f(αa)라고 가정하면

최소값이 존재하는 구간은

다음과 같이 변경됨

αu′

αq-2 αq α

f(α)
최소값이 존재하는 구간

αl αu

= =

이 구간을
반복적으로
세분화함
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황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법(4)(4)

I(k)

I(k+1)=τI(k)

(1 - τ)I(k)τI(k)

(1 - τ)I(k) τI(k)

τI(k+1)=(1 - τ)I(k) (1 - τ)I(k+1)

αl αu
αa αb

αl′ αu′
αb′

(a)

(b)

(a)
<τ = 2/3일 경우의 예>

(b)

최소값이 존재하는 구간이 변경될 때마다

f(αa′), f(αb′ )에서의 함수값을 새로 구해야 함

<문제 제기>
이전 구간에서의 함수값을 활용할 수 없을까?

I(k+1)=τI(k)이고 만약 τI(k+1)=(1 - τ)I(k)이 되도록
τ 를 정한다면 αb′ =αa이므로
f(αb′ )는 새 구간에서 계산할 필요 없이
이전 구간에서의 f(αa)을 그대로
사용할 수 있음

I(k)

(1 - τ)I(k)=(1/3)I(k)τI(k)=(2/3)I(k)

(1 - τ)I(k)=(1/3)I(k) τI(k)=(2/3)I(k)
αl αu

αa αb

I(k+1)=τI(k)=(2/3)I(k)

τI(k+1) (1 - τ)I(k+1)
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황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 알고리즘알고리즘(1)(1)

y 단계 1 : 최소점이 존재하는 구간 탐색
에서 미소의 이동량 를 선정하고

을 만족하는 를 정하고, 다음의 식으로 상한과 하한을 결정한다.

여기서, 간격 을 정한다.

y 단계 2 :           와 를 계산한다. 이 때,                         이고
이다.

y 단계 3 :           와 를 비교하여 그 결과에 따라 단계 4, 5, 6으로
간다.
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황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 알고리즘알고리즘(2)(2)

y 단계 4 :                      이면, 최적점 는 과 사이에 있다.
세분화된 구간의 새로운 한계는 이고 이다.
또한 이다.                                     에서 를 계산하고
단계 7로 간다.

y 단계 5 :                      이면, 최적점 는 과 사이에 있다.
세분화된 구간의 새로운 한계는 이고 이다.
또한 이다.                                     에서 를 계산하고
단계 7로 간다.

y 단계 6 :                      이면,                        라 두고 단계 7로 간다.

y 단계 7 : 만일 새로운 세분화된 구간 이 충분히 작아서
수렴 기준을 만족하면(즉,        ),                          라 두고 최적화
과정을 마친다. 그렇지 않으면,                            의 Prime(  ) 부호를
삭제하고 단계 3으로 돌아간다.

)()( ba ff αα < *α lα bα
ll αα =' bu αα ='

ab αα =' )''(382.0'' lula αααα −+= )'( af α

)()( ba ff αα > *α
al αα =' uu αα ='

ba αα =' )''(618.0'' lulb αααα −+= )'( bf α

aα uα

)()( ba ff αα = bual αααα ==  ,

)'''( luI αα −=
ε<'I 2/)''(*

lu ααα −=
'   ,'   ,'   ,' ubal αααα '
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황금황금 분할법의분할법의 구현구현 예예

// [Input] a : 최소값이 존재하는 영역의 하한, c : 최소값이 존재하는 영역의 상한
// b : a < b < c인 동시에 f(a) > f(b) and f(c) > f(b)인 점
// [Output] f를 최소로 하는 점과 이 점에서의 목적 함수값
double GoldenSectionSearch(double a, double b, double c, double (*f)(double), double *xmin)
{

double TOLERANCE = 1.0e-6;
double f1, f2, x0, x1, x2, x3;
x0 = a; x3 = c;

if (fabs(c - b) > fabs(b - a)) {
x1 = b; x2 = b + (1.0 - 0.618) * (c - b); }

else { x2 = b; x1 = b - (1.0 - 0.618) * (b - a); }

f1 = (*f)(x1); f2 = (*f)(x2);

while (fabs(x3 - x0) > TOLERANCE * (fabs(x1) + fabs(x2))) {
if (f2 < f1) { x0 = x1; x1 = x2; x2 = 0.618 * x1 + (1.0 - 0.618) * x3;

f1 = f2; f2 = (*f)(x2); }
else { x3 = x2; x2 = x1; x1 = 0.618 * x2 + (1.0 - 0.618) * x0;

f2 = f1; f1 = (*f)(x1); }
}

if (f1 < f2) { *xmin = x1; return f1; }
else { *xmin = x2; return f2; }

}



2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
(Direct Search Method)(Direct Search Method)
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법(Direct Search Method)(Direct Search Method)
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법탐사법(1)(1)

� 기준점에서의 Local Pattern Search와 최적해 방향으로 가속화하는
Global Pattern Move를 이용해 최적해를 찾는 방법

7

Global Pattern Move

Local Pattern Search

기준점
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법탐사법(2)(2)

bi

Local Pattern Search
<Case 1> <Case 2>

(F: Fail, S: Success)

F F

F

S

bi

F S

F

S <Case 3>

bi

F F

F

F

bi

Step/2bi+1 bi+1

7

Global Pattern Move

Local Pattern Search

기준점
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법의탐사법의 과정과정(1)(1)

1. Initial Local Search : x1 방향에
대해서는 목적 함수 값의 개선이
없음. 그런데 x2 방향에 대해서는
개선이 있음. 따라서 가 새로운
기준점으로 선정됨

2. 직전의 2개의 기준점
방향으로,    에서 이 두 점과 같은
거리만큼 떨어져 있는 임시점 를
구함

3.       점에서 함수값의 개선이 이루어졌으므로 이 점으로부터 Local 
Pattern Search를 수행하여 새로운 기준점 를 구함

4. 직전의 2개의 기준점 방향으로,    에서 이 두 점과 같은
거리만큼 떨어져 있는 임시점 를 구함

2b

21   , bb

20t

20t
3b

32   , bb
30t

2b

3b
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법의탐사법의 과정과정(2)(2)

5.      에서 함수 값의 개선이 없음. 
따라서 기준점 로 돌아가서
Local Pattern Search를 수행함. 
탐색 결과 를 찾음

6. 직전의 2개의 기준점
방향으로,    에서 이 두 점과 같은
거리만큼 떨어져 있는 임시점 을
구함. 이 점에서 함수 값이
개선되므로 Local Pattern 
Search를 수행하여 를
구함

7. 직전의 2개의 기준점 방향으로,     에서 이 두 점과 같은
거리만큼 떨어져 있는 임시점 을 구함. 이 점에서 함수 값의 개선이
없음. 따라서 기준점 로 돌아가서 Local Pattern Search를 수행함. 
그런데 Local Pattern Search 결과 구해진 이 이전의 기준점 와
동일하므로 모든 Step Size 반으로 줄인 후 위의 과정을 반복함

43 bb   ,
4b

40t

)( 405 tb =

54   , bb 5b
50t

6b
5b

30t
3b

4b
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법의탐사법의 알고리즘알고리즘 요약요약(1)(1)

1) Local Pattern Search
1. 기준점(Base Point)      에서의 함수 f 의 값을 계산한다.

2. 점 에서의 함수 f 의 값을 계산한다. 여기서 은 Input Step Size이며

이다. 함수 값의 개선이 있는 점을 이라 놓고 이로부터
계속 탐사를 진행한다. 

3. 점 에서의 함수 f 의 값을 계산한다. 여기서 는 역시 Input Step 
Size이며 이다. 그리고 함수 값의 개선이 있는 점을
이라 놓는다.

4. 나머지 좌표 축에 대해 위와 같은 Local Pattern Search 과정을 수행하고 새로운
기준점(New Base Point)을 설정한다. 즉, Local Pattern Search 과정이 끝나면
새로운 기준점이 선정된다. 선정된 새로운 기준점 는 이다.

5. 새로운 기준점과 그 직전 기준점의 방향으로 Global Pattern Move를 수행한다.

1b

11 δ±b 1δ

2δ

T]0,......,0,[ 11 δ=δ 11t

211 δt ±
T]0,......,,0[ 22 δ=δ 12t

2b n12 tb =
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법의탐사법의 알고리즘알고리즘 요약요약(2)(2)

2) Global Pattern Move
1. Local Pattern Search에 의해 얻어진 2개의 기준점을 연결하는 방향을 따라

제일 마지막 기준점에서 이 두 기준점 사이의 거리만큼 떨어져 있는 점을 임시
기준점(Temporary Point)로 설정하고(“Global Pattern Move”), 임시점에서의
함수 f 의 값을 계산한다. Global Pattern Move에 의해 선정된 임시 기준점은
다음과 같다.

2. 만일 이 임시점에서 함수 f 의 값이 개선된다면 이 점에서부터 다시 Local 
Pattern Search를 수행한다. 만일 함수 f 의 값이 개선되지 않는다면 그 직전의
기준점으로 돌아가 Local Pattern Search를 수행한다.

3) Closing Conditions
1. 만일 Local Pattern Search를 수행한 후에도 이 되어 어떠한 개선이

이루어지지 않는다면 모든 를 로 바꾸어 위 과정을 반복한다.

2. 만일 모든 가 보다 작으면 탐사 과정을 마친다.

nnnnnn bbbbbt −=−+= +++ 110,1 2)(2

nn bb =+1

iδ 2/iδ

iδ iε
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Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의
직접직접 탐사법탐사법(Local Pattern Search)(Local Pattern Search)의의 구현구현 예예

// [Input] del : 설계점에 대한 이동폭, x : 현재의 설계점, fmin_pre : 이전 설계점에서의 함수값, variables_no : 설계 변수의 수
// [Output] 개선된 설계점과 이 점에서의 목적 함수값
double LocalPatternSearch(double* del, double* x, double fmin_pre, int variables_no)
{

double* temp_x = new double[MAX_DV_NUM];
double fmin, temp_function_value;
int i;
fmin = fmin_pre;
for (i = 0; i < variables_no; i++) temp_x[i] = x[i];
for (i = 0; i < variables_no; I++) {

temp_x[i] = x[i] + del[i];
temp_function_value = f(temp_x, variables_no);

if (temp_function_value < fmin) {
fmin = temp_function_value;

} else {
del[i] = 0.0 - del[i];
temp_x[i] = x[i] + del[i];
temp_function_value = f(temp_x, variables_no);
if (temp_function_value < fmin) {

fmin = temp_function_value;
}
else temp_x[i] = x[i];

}
}

for (i = 0; i < variables_no; i++) {
x[i] = temp_x[i];

}

delete[] temp_x;
return fmin;

}
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� n개의 설계 변수를 가진 n차원 문제에서 (n+1)개의 모서리를 가진 기하학적
형상(Simplex)의 모양과 위치를 반사(Reflection), 확장(Expansion), 
수축(Contraction) 및 감소(Reduction)의 4가지 형태로 계속 변화시키면서
최적점을 찾는 방법

2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- NelderNelder & Mead& Mead’’s Simplex s Simplex 방법방법

xe
New Simplex
Expansion
to xe when

xh

xb

xr

xh: Simplex point having the largest objective function value
xb: Center point between x1 and x2

x2

f(xr) < f(xl) & f(xe) < f(xl)

xl

Reflection
to xr

xh

xb

xr

Reflection

x2 xl(= xl)

Original
Simplex

Expansion

xc

xr

Contraction
to xc when

)()( hr ff xx ≥
Contraction
to xc when

)()( hr ff xx <

xh xh

xb

xbxl xlxc

Contraction

x2 x2

xh

xb
xl

Reduction
toward xl when

Reduction

x2

f(xc) ≥ f(xh)



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

56

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

56/252

2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘알고리즘

� 단계 1 : Simplex 생성 및 목적 함수 값 계산

y Simplex의 (n+1)개의 점에서의 목적 함수 f 의 값을 계산한다.

� 단계 2 : 최대 및 최소값 설정

y 현재의 Simplex에서 f(x)의 값을 최대 및 최소로 하는 점을 각각 xh, xl이라 둔다.

� 단계 3 : 중심 계산

y xh를 제외한 모든 xi에 대한 중심(xb)을 다음과 같이 구하고 이 점에서의 함수
값을 계산한다.

)    ,(1 1
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제외는단 h
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i
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법(Direct Search Method)(Direct Search Method)
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘의알고리즘의 요약요약(1)(1)

� 단계 4 : 중지 조건

y 만일 중지 조건을 만족하면 탐사 과정을 중지하고 xl을 최적 값으로 선택한다. 
그렇지 않으면 다음 과정으로 간다.

� 단계 5 : 반사(Reflection)
y xh를 xb에 대해 반사한 점 xr을 다음과 같이 구한다.

이 점에서의 함수 값 f(xr)을 계산하고,
다음 조건에 따라 Simplex를 변경시킨다.
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+ ∑
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘의알고리즘의 요약요약(2)(2)

� 단계 6 : 확장(Expansion)
y 단계 6-1 : f(xr) < f(xl)일 때

xb를 xr에 대해 반사시켜 확장한 점 xe를 구한다.

이 점에서 함수 값 f(xe)를 계산하고 이를 f(xl)과 비교한다. 
� 단계 6-1-1 : f(xe) < f(xl)일 때

xh를 xe(확장점)로 대체하고 단계 2로 간다.

� 단계 6-1-2 : f(xe) ≥ f(xl)일 때

xh를 xr(반사점)로 대체하고 단계 2로 간다.

bre xxx −= 2

xe xh

Original
Simplex

xh

xb
xl

xr

x2

Original
Simplex

xh

xb
xl

x2

xr xh

단계 6-1-1
f(xe) < f(xl)

단계 6-1-2
f(xe) ≥ f(xl)
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘의알고리즘의 요약요약(3)(3)

� 단계 6 : 확장(Expansion)
y 단계 6-2 : f(xr) ≥ f(xl)일 때

� 단계 6-2-1 : xh를 제외한 어떤 xi에서 f(xr) < f(xi)일 때

xh를 xr(반사점)로 대체하고 단계 2로 간다.

� 단계 6-2-2 : xh를 제외한 어떤 xi에서도 f(xr) ≥ f(xi)일 때

다음 단계로 간다.

Original
Simplex

xh

xb
xl

x2

xr xh

단계 6-2-1
어떤 xi에서

f(xr) < f(xi)
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘의알고리즘의 요약요약(4)(4)

� 단계 7 : 수축(Contraction)
y 단계 7-1 : f(xr) < f(xh)일 때

수축점을 다음과 같이 구하고 이 점에서의 함수 값을 계산한다.

y 단계 7-2 : f(xr) ≥ f(xh)일 때

수축점을 다음과 같이 구하고 이 점에서의 함수 값을 계산한다.

y 그리고 나서 f(xc) < f(xh)일 때

xh를 xc(수축점)로 대체하고 단계 2로 간다.

2/)( brc xxx +=

2/)( bhc xxx +=

xc

xr

xh

xh

xb

xb

xl

xlxc

x2

x2

단계 7-1
f(xr) < f(xh)

단계 7-2
f(xr) ≥ f(xh)

2/)( brc xxx +=

2/)( bhc xxx +=
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2.3 2.3 직접직접 탐사법탐사법
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘의알고리즘의 요약요약(5)(5)

� 단계 8 : 감소(Reduction)
y 단계 8-1 : f(xc) < f(xh)일 때

xh를 xc(수축점)로 대체하고 단계 2로 간다.

y 단계 8-2 : f(xc) ≥ f(xh)일 때

Simplex의 점들을 xl로 향하여 감소시킨 후 단계 2로 간다. 이 때 Simplex의 감소된
점들은 다음과 같이 구한다. xh

xb
xl(= xl)

Reduction
toward xl

x2

2/)( lii xxx += 단계 8-2
f(xc) ≥ f(xh)

xr

xh

xb xlxc xh

x2

xc xh

xh

xb
xl

x2또는

단계 8-1
f(xc) < f(xh)
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NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법의방법의 구현구현 예예

void MoveSimplex(double **x, double* y, int variables_dimension, double (*f)(double *xx))
{

double TOLERANCE = 1.0e-6;
int i, i_high, i_low, inhi, j;
int Simplex_Dimension = variables_dimension + 1;
double Simplex_Tolerance, temp_y1, temp_y2; double* xsum = new double[variables_dimension];
while (1) {

i_low=1; i_high = y[1] > y[2] ? (inhi = 2, 1) : (inhi = 1, 2);
for (i = 1; i <= Simplex_Dimension; i++) {

if (y[i] <= y[i_low]) i_low = i;
if (y[i] > y[i_high]) { inhi = i_high; i_high = i;
} else if (y[i] > y[inhi] && i != i_high) inhi = i; }

Simplex_Tolerance = 2.0 * fabs(y[i_high] - y[i_low]) / (fabs(y[i_high]) + fabs(y[i_low]));
if (Simplex_Tolerance < TOLERANCE) { double temp; temp = y[1];

y[1] = y[i_low]; y[i_low] = temp;
for (i = 1; i <= variables_dimension; i++) { temp = x[1][i];

x[1][i] = x[i_low][i]; x[i_low][i] = temp; }
break;

}
// Reflection
temp_y1 = Simplex(x, y, xsum, variables_dimension, f, i_high, -alpha);
if (temp_y1 <= y[i_low])

// Expansion
temp_y1 = Simplex(x, y, xsum, variables_dimension, f, i_high, gamma);

else if (temp_y1 >= y[inhi]) {
temp_y2 = y[i_high]; temp_y1 = Simplex(x, y, xsum, variables_dimension, f, i_high, beta);
if (temp_y1 >= temp_y2) {

for (i = 1; i <= Simplex_Dimension; i++) {
if (i != i_low) {

for (j = 1; j <= variables_dimension; j++)
x[i][j] = xsum[j] = 0.5 * (x[i][j] + x[i_low][j]);

y[i] = (*f)(xsum);
}

}
}

}
}
delete[] xsum;

}
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제

� 어느 선박의 상대적 건조비를 L/B와 CB의 함수로 다음 그림과 같이 표시할 수
있다고 하면 건조비가 최소가 되는 L/B와 CB의 값을 Hooke & Jeeves의 탐사법과
Nelder & Mead의 Simplex 방법을 이용하여 최적점을 구하고 그 과정을 그림에 각각
표시하시오.
y Hooke & Jeeves의 탐사법

� 출발점: L/B = 1, CB = 0.1
� 출발점의 step size: Δ(L/B) = 0.5, Δ(CB) = 0.1

y Nelder & Mead의 Simplex 방법

� 출발 모서리점: (L/B, CB) = (1, 0.1), (1.5, 0.1), (1.5, 0.2)
� 중지 기준: 0.01 CB

L/B

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

목적 함수의 contour line(f = const.)

미지수 2개인 최적화 문제
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법을탐사법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)

BCxBLx == 21   ,/
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라고 놓고 각 탐사 단계를 설명하면 다음과 같다. 
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법을탐사법을 이용한이용한 해법해법(2)(2)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- Hooke & Hooke & JeevesJeeves의의 직접직접 탐사법을탐사법을 이용한이용한 해법해법(3)(3)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(1)(1)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(2)(2)
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비제약비제약 최적화최적화 문제문제
-- NelderNelder & Mead& Mead의의 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 해법해법(3)(3)

121110

612

  ,  ,  :  10  
    Point  

  nContractio    9  
10  

xxx
xxx h

삼각형

대체를이

된외부로의삼각형

단계

→

=

•

)1.0  ,7(1x

)2.0  ,5.7(3x

)475.0  ,375.7(5x

)9125.0  ,8125.6(7x

)5375.0  ,4375.6(9x

)66875.0  ,21875.5(11x

)1.0  ,5.7(2x

)25.0  ,75.6(4x

)6875.0  ,1875.6(6x

)6375.0  ,9375.6(8x

)5625.0  ,0625.5(10x

)5796875.0  ,6171875.4(12x

삼각형 10의 완성으로서 탐사를 종료하였으나, 앞에서의 HOOKE & Jeeves의 탐사법을

이용한 결과로 얻은 최적 점으로 삼각형이 점차로 접근하게 됨을 확인할 수 있다.



Ch3. Ch3. 선형선형 계획법계획법
(Linear Programming)(Linear Programming)

3.1 선형 계획 문제

3.2 선형 계획 문제의 기하학적 해법

3.3 Simplex 방법을 이용한 선형 계획 문제의 해법

3.4 선형 계획 문제의 예와 Simplex 방법을 이용한 풀이
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3.1 3.1 선형선형 계획계획 문제문제(Linear Programming Problem)(Linear Programming Problem)

� 선형 계획 문제

y 목적 함수와 제약 조건이 설계 변수에 대하여
모두 선형임

y 모든 함수들이 선형이기 때문에 등호 제약
조건이나 부등호 제약 조건에 의해 정의된
가능해 공간(feasible region)은 볼록(convex) 
집합임

y 따라서 선형 계획 문제는 볼록 계획 문제이고, 
만일 하나의 최적해가 존재한다면 그것은
전역 최적해(global optimum)임

� 선형 계획법

y 선형 계획 문제를 풀기 위한 방법

y 1947년 George B. Dantzig가 Simplex 
방법이라는 선형 계획법을 고안함

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

-x 1
+ x 2

= 4

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29
최적해

A

B

목적 함수

제약 조건

Minimize
Subject to

21 54 xxf −−=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx

* 가능해 공간: 모든 제약 조건을 만족하며 최적해가 존재하는 공간
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선형선형 계획계획 문제의문제의 특징특징

� 목적 함수와 제약 조건들이 변수의 선형
관계를 표현함
y 1개의 목적 함수와 1개 이상의 제약

조건으로 구성

y 목적 함수는 최대화 혹은 최소화의 형태임

� 각 제약 조건들은 등식(=; equality 
constraint) 혹은 부등식(≥, ≤; inequality 
constraint)으로 표현됨

� 모든 선형 계획 문제의 변수들은 음수가
아니라고 가정함
y 음수인 경우는 적절한 변형을 통해 양수화

시킴
� 예, x = -y (x는 음수, y는 양수)

y 부호에 제약이 없는 경우(양수 또는 음수를
가질 경우)는 적절한 변형을 통해 양수화
시킴
� 예, x = y – z(x는 양수 또는 음수의 값을 가짐, 

y와 z는 양수)

목적 함수

제약 조건

Minimize
Subject to

21 54 xxf −−=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx
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선형선형 계획계획 문제의문제의 예예
–– 22개의개의 설계설계 변수와변수와 부등호부등호((““≤≤””)) 제약제약 조건을조건을 가진가진 문제문제

Maximize

목적 함수

제약 조건

Subject to
21 54 xxz +=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx

Minimize
Subject to

21 54 xxf −−=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx

목적 함수의 최대화 문제를 최소화 문제로 변환
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3.2 3.2 선형선형 계획계획 문제의문제의 기하학적기하학적 해법해법

Minimize
Subject to

21 54 xxf −−=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

-x 1
+ x 2

= 4

f = -10

f = -20

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29

A D

B
C

E

F

최적해

비가능해

비가능해

기저 가능해

기저 가능해

기저 가능해

1. 선형 계획 문제의 해는 꼭지점 상에
있다.
2. 꼭지점이란 경계선 간의 교점이다.
3. 꼭지점 A, B, C, D, E, F를 “기저해”라
한다.
4. 기저해 중 가능해 공간 내에 있는 것(A, 
B, C, D)을 “기저 가능해”라 한다.
5. 기저 가능해 중에서 목적 함수를
최소로 하는 것이 선형 계획 문제의
해(최적해)이다.
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4321 =++− xxx

선형선형 계획계획 문제의문제의 해결을해결을 위한위한
부등호부등호((““≤≤””) ) 제약제약 조건의조건의 변환변환 방법방법

“≤” 형태의 부등호 제약 조건: 완화 변수(slack variable)의 도입

Minimize
Subject to

완화 변수(0보다 크거나 같음)

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx
21 54 xxf −−=

421 ≤+− xx

선형 계획 문제를 풀 때 “≤” 형태의 부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변환함(“표준형”)
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부등호 제약 조건을
등호 제약 조건으로

변환

무수히 많은 해가 존재(미지수 4개, 식 2개)하는 부정 방정식

4개의 변수 중 2개의 변수를 가정하면 해를 구할 수 있다.
선형 계획 문제의 해법인 “Simplex 방법”에서는 2개의 변수를
0으로 가정하여 해를 구한다.
이때, 0으로 가정하는 변수를 “비기저 변수”, 이로부터 구해지는
변수를 “기저 변수”라고 한다.

선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법(1)(1)

“≤” 형태의 제약 조건을 등호 제약 조건으로
변환하기 위해 도입된 완화 변수(slack variable)

Minimize
Subject to

21 54 xxf −−=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx
Minimize
Subject to

0,,,
6           
4       

4321

421

321

≥
=++
=++−

xxxx
xxx

xxx
21 54 xxf −−=

6           
4       

421

321

=++
=++−

xxx
xxx

원래의 문제를 등호 제약 조건으로 표현(“표준형”)(단, 우변은 0보다 작지 않다고 가정함)
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1. 선형 계획 문제의 해는 꼭지점 상에
있다.
2. 꼭지점이란 경계선 간의 교점이다.
3. 꼭지점 A, B, C, D, E, F를 “기저해”라
한다.
4. 기저해 중 가능해 공간 내에 있는 것
(A, B, C, D)을 “기저 가능해”라 한다.
5. 기저 가능해 중에서 목적 함수를
최소로 하는 것이 선형 계획 문제의
해(최적해)이다.

선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법(2)(2)

-20B2)0,4,(0,(x2, x4)(x1, x3)

-24D0)10,0,(6,(x1, x3)(x2, x4)

0A6)4,0,(0,(x3, x4)(x1, x2)

-30E0)-26,(0,(x2, x3)(x1, x4)

16F10)0,0,(-4,(x1, x4)(x2, x3)

-29

목적

함수x4)x3,x2,(x1,

C0)0,5,(1,(x1, x2)(x3, x4)

해(“꼭지점”)
의 위치

해
기저 변수

비기저 변수
(0으로 가정)

A D2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

1
-x 1

+ x 2
= 4

B
C

E

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29

비가능해

비가능해

기저 가능해

최적해

F
기저 가능해

기저
가능해

2 x2 = 0

F 점의 경우, 제약 조건 –x1 + x2 = 4(1)과 x2 = 0(2)의 교점이다.
이 교점은 –x1 + x2 + x3 = 4에서 x3 = 0으로 둔 것이고, 또한 x2 = 0인
점이다

1. 4개의 변수 중 2개의 변수를 가정하면 해를 구할 수 있다.
2. 선형 계획 문제의 해법인 “Simplex 방법”에서는 2개의 변수를 0으로 가정하여 해를 구한다.

이때, 0으로 가정하는 변수를 “비기저 변수”, 이로부터 구해지는 변수를 “기저 변수”라고 한다.

Minimize

Subject to

0,,,
6           
4       

4321

421

321

≥
=++
=++−

xxxx
xxx

xxx
21 54 xxf −−=

각 꼭지점은 두 개의 변수를
0으로 가정할 때 얻어지는 것임
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선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법 요약요약

� 선형 계획법
y 선형 계획 문제의 해는 꼭지점 상에

있다.
y 꼭지점이란 경계선 간의 교점이다.
y 꼭지점 A, B, C, D, E, F를

“기저해”라 한다.
y 기저해 중 가능해 공간 내에 있는

것(A, B, C, D)을 “기저 가능해”라
한다.

y 기저 가능해 중에서 목적 함수를
최소로 하는 것이 선형 계획 문제의
해(최적해)이다.

� 선형 계획 문제의 일반적인 해법: 
“Simplex 방법”
y 초기 기저 가능해로부터 시작하여

목적 함수를 점차 개선시켜
최적해를 구하는 방법

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

-x 1
+ x 2

= 4

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29

비가능해

비가능해

최적해

Simplex 방법에서의
초기 기저 가능해

A

B

F

E

C

D
기저 가능해 기저 가능해

기저
가능해
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0                54
6                 
4             

21

421

321

−=−−
=++
=++−

fxx
xxx

xxx

0,,, 4321 ≥xxxx

(1) 부등호 제약 조건을
등호 제약 조건으로 변형

(4) 제약 조건식 중 선택된 열의 계수가 양수이며
최소의 비율을 갖는 행을 선택

4/1 = 4

6/1 = 6

3.3 Simplex 3.3 Simplex 방법을방법을 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법(1)(1)

(3) 목적 함수 계수가 최소인 열을 선택
(목적 함수를 가장 빨리 감소시킬 수 있으므로)

비율 = (각 행의 우변의 값) /
(각 행의 선택된 열에서의 해당 변수의 계수)

Subject to
Minimize 21 54 xxf −−=

0,
6

4

21

21

21

≥
≤+
≤+−

xx
xx

xx

기저 변수

1행이 선택됨

2열이 선택됨
(최소값 = -5)

기저 변수

3x
4x

비기저 변수

1행:

2행:

3행:

<참고> 만약 최소의 비율을 갖는 행을 선택하지 않는다면?

(5) 개선된 기저 가능해의 결정

(2) 초기 기저 가능해의 결정

시작할 때는 문제의 원래
변수(x1, x2)를 “비기저
변수”로 가정하면(x1=x2=0),
완화 변수(x3, x4)의 값을
바로 구할 수 있다(“기저
변수”).

선택된 열에 해당하는 비기저 변수(예, x2)를 기저 변수로,
선택된 행에 해당하는 기저 변수(예, x3)를
비기저 변수(x3=0)로 변경함

(6) 선택된 행, 열(예, 1행 2열)의 변수(x2)를
중심으로 Pivot을 실시

312 4 xxx −+=
이를 2, 3행에 대입하면

2059
)4(54

22
6)4(

31

311

431

4311

+=+−⇒
=−+−−

=+−⇒
=+−++

fxx
f xxx

xxx
 x xxx

1행을 정리하면,

위 결과는 실제로 1행 2열의 변수(x2)를
중심으로 Pivot을 하는 것과 동일함



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

80

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

80/252

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

-x 1
+ x 2

= 4

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29

비가능해

비가능해

최적해

Simplex 방법에서의
초기 기저 가능해

A

새로운 해 B(x1, x2, x3, x4)
= (0, 4, 0, 2)와
개선된 목적 함수 값 -20을 얻게 됨

3.3 Simplex 3.3 Simplex 방법을방법을 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법(2)(2)

20        5        9
2               2
4             

31

431

321

+=+−
=+−
=++−

fxx
xxx

xxx

0,,, 4321 ≥xxxx

단계 (2)에서 (2행 - 1행)을 해서 나온 결과

기저 변수

2x
4x

비기저 변수

단계 (2)에서 (3행 + 5¯1행)을 해서 나온 결과

1행:

2행:

3행:

Pivot: 선택된 행, 열의 변수의
계수만 1이고 선택된 열의 나머지
변수의 계수는 모두 0이 되도록
각 행들끼리 연산을 하는 것

이전 단계의 비기저 변수 x2가
기저 변수로, 이전 단계의 기저 변수 x3가
비기저 변수로 변경됨

(6) 선택된 행, 열(예, 1행 2열)의 변수를 중심으로 Pivot을 실시

B

0                54
6                 
4             

21

421

321

−=−−
=++
=++−

fxx
xxx

xxxPivot 이전 식: 1행:

2행:

3행:

기저 변수
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3.3 Simplex 3.3 Simplex 방법을방법을 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법(3)(3)

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

-x 1
+ x 2

= 4

가능해 공간

f *= -29B

비가능해

비가능해
Simplex 방법에서의
초기 기저 가능해

A

29  4.55.0           
1  5.05.0        
5  0.55.0       

43

431

432

+=++
=+−
=++

fxx
xxx
xxx

0,,, 4321 ≥xxxx

0,,, 4321 ≥xxxx
20        5        9

2               2
4             

31

431

321

+=+−
=+−
=++−

fxx
xxx

xxx

(8) 제약 조건식 중 선택된 열의 계수가 양수이며 최소의 비율을 갖는 행을 선택

선택된 열의 계수가
음수면 선택 안됨

2/2 = 1

최적해 C(x1, x2, x3, x4)
= (1, 5, 0, 0)와
목적 함수 값 -29를 얻게 됨

(7) 목적 함수 계수가 최소인 열을 선택

2행이 선택됨

단계 (5)에서 (0.5¯2행)을 해서 나온 결과

1열이 선택됨
(최소값 = -9)

기저 변수

2x
4x

기저 변수

2x
1x

비기저 변수

(10) 선택된 행, 열(예, 2행 1열)의 변수를 중심으로 Pivot을 실시

단계 (5)에서 (1행 + 0.5¯2행)을 해서 나온 결과

1행:

2행:

3행:

1행:

2행:

3행:

단계 (5)에서 (3행 + 4.5¯2행)을 해서 나온 결과

비기저 변수

(11) 목적 함수의 모든 계수가
0 이상이므로 현재의 해가 최적해임

(9) 개선된 기저 가능해의 결정(x1이 기저 변수로, x4가 비기저 변수로 변경됨)

C 최적해
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[[참고참고] Simplex ] Simplex 방법에서방법에서 선택된선택된 열이열이 양수이며양수이며
최소의최소의 비율을비율을 갖는갖는 행을행을 선택하는선택하는 이유이유

0                54
6                 
4             

21

421

321

−=−−
=++
=++−

fxx
xxx

xxx

0,,, 4321 ≥xxxx

4/1 = 4

6/1 = 6

기저 변수

2열이 선택됨
(최소값 = -5)

기저 변수

3x
4x

비기저 변수

1행:

2행:

3행:

최소의 비율을 갖는 행(1행)

241

231

6                
4             

xxx
xxx

−=+
−=+−

위의 1, 2행을 다시 정리하면,

1) x2 = 4일 때(1행을 선택했을 때)

2) x2 = 6일 때(2행을 선택했을 때)

2 ,0 431 === xxx

2 ,0 341 −=== xxx 음이 아니라는 조건을 위배함
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Simplex Simplex 단체표를단체표를 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법

-f-000-5-4Obj.

6

4

bi/ai

61011x4

4011-1x3

bix4x3x2x1

-f+20050-9Obj.

1

-4

bi/ai

21-102x4

4011-1X2

bix4x3x2x1

-f+294.50.500Obj.

-

-

bi/ai

10.5-0.501x1

50.50.510x2

bix4x3x2x1

0                54
6                 
4             

21

421

321

−=−−
=++
=++−

fxx
xxx

xxx

기저 변수
기저 변수

3x
4x

비기저 변수
(0으로 두는 변수)

기저 변수

4/1 = 4

6/1 = 6

20        5        9
2               2
4             

31

431

321

+=+−
=+−
=++−

fxx
xxx

xxx
기저 변수

2x
4x

비기저 변수

1행:

2행:

3행:

1행:

2행:

3행:

기저 변수

29  4.55.0           
1  5.05.0        
5  0.55.0       

43

431

432

+=++
=+−
=++

fxx
xxx
xxx

기저 변수

2x
1x

비기저 변수

1행 2열 중심으로 Pivot을 실시

2행 1열 중심으로 Pivot을 실시

기저 변수

목적 함수의 모든 계수가 0 이상이므로
현재의 해가 최적해임(x1=1, x2=5, x3=x4=0, f=-29)

1행:

2행:

3행:

1행:

2행:

3행:

1행:

2행:

3행:

4/-1 = -4
(음수면 선택 안됨)

2/2 = 1

1행:

2행:

3행:

새로운 2행 = (2행 - 1행)
새로운 3행 = (3행 + 5¯1행)

새로운 1행 = (1행 + 0.5¯2행)
새로운 2행 = (0.5¯2행)
새로운 3행 = (3행 + 4.5¯2행)
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선형선형 계획계획 문제의문제의 예예
–– 22개의개의 설계설계 변수와변수와 부등호부등호((““≥≥””)) 제약제약 조건을조건을 가진가진 문제문제

Maximize
Subject to

목적 함수의 최대화 문제를 최소화 문제로 변환

2

1

21

21

0
632
1223

y
y

yy
yy

≥
≥+
≤+

는 부호 제한 없음

21 2yyz +=

Minimize
Subject to

21 2yyF −−=

2

1

21

21

0
632
1223

y
y

yy
yy

≥
≥+
≤+

는 부호 제한 없음

Minimize
Subject to

321 22 xxxf +−−=

0,,
6332
12223

321

321

321

≥
≥−+
≤−+

xxx
xxx
xxx

라고 가정하면
−+ === 232211 ,, yxyxyx

부호 제한이 없는 변수를
값이 음이 아닌 변수로 변환
(                      )

−+ −= 222 yyy
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6332 54321 =+−−+ xxxxx

Simplex Simplex 방법을방법을 이용하기이용하기 위한위한
부등호부등호((““≥≥””) ) 제약제약 조건의조건의 변환변환 방법방법(1)(1)

“≥” 형태의 부등호 제약 조건:
잉여 변수(surplus variable) 및 인위 변수(artificial variable)의 도입

Minimize
Subject to

잉여 변수
(0보다 크거나 같음)

321 22 xxxf +−−=

0,,
6332
12223

321

321

321

≥
≥−+
≤−+

xxx
xxx
xxx

6332 321 ≥−+ xxx
인위 변수(0보다 크거나 같음)

“인위 변수 도입 이유”
Simplex 방법을 시작할 때 문제의 원래 변수(x1, x2, x3)를 “비기저 변수”로 가정하면(x1=x2=x3=0),
-x4 = 6이 된다.

수학적으로 정합성이 없으므로 x5를 인위적으로 추가하여 수학적인 정합성을 유지한다.
그런데 x5는 인위적으로 추가한 것이므로 최적해가 존재하면 이 변수의 값은 반드시 0이 되어야 한다.

6        332 4321 =−−+ xxxx
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Simplex Simplex 단체표를단체표를 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법
-- ““≥≥”” 형태의형태의 제약제약 조건을조건을 가진가진 문제에문제에 대한대한 Simplex Simplex 방법방법(1)(1)

Maximize
Subject to

21 2yyz +=

2

1

21

21

0
632
1223

y
y

yy
yy

≥
≥+
≤+

는 부호 제한 없음

Minimize
Subject to

321 22 xxxf +−−=

5  1;0
6332
12223

5321

4321

toix
xxxx
xxxx

i =≥
=−−+
=+−+

는 부호 제한이 없으므로2y
−+ −= 222 yyy 로 분해함

2.
1. 최소화 문제로 변환함

−+ === 232211 ,, yxyxyx
라고 가정함

3.

4. 부등호 제약 조건을 등호 제약
조건으로 만듬
(완화, 잉여 변수의 도입)

완화 변수

잉여 변수

321 ,, xxx원래 변수 를 모두 0이라 두고(비기저 변수)

기저 변수 54 , xx 를 구하면

6,12 54 −== xx 음이 아니라는 조건을 위배함

Minimize
Subject to

321 22 xxxf +−−=

6  1;0
6332

12223

65321

4321

toix
xxxxx

xxxx

i =≥
=+−−+

=+−+

완화 변수

잉여 변수 인위 변수

1 2

3

6x
“≥” 형태의 등호 제약 조건에

인위 변수 를 추가적으로
도입함

그런데 은 인위적으로 추가한 변수이므로

이 값을 0으로 만들어야 함

321 ,, xxx원래 변수 과 잉여 변수 를

기저 변수 64 , xx 을 구하면

6,12 64 == xx 초기 기저해(가능해가 아님)

5x
모두 0이라 두고(비기저 변수)

6x

A

2

2

4

4

6

6

y1(=x1)

y2(=x2-x3)

3y1 + 2y2 = 12

B

C

f = -2

f = -6

f = -10

Optimum Point = (0, 6)
f* = -12

2y
1 + 3y

2 = 6
D

초기 기저해
(가능해가 아님)
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Simplex Simplex 단체표를단체표를 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법
-- ““≥≥”” 형태의형태의 제약제약 조건을조건을 가진가진 문제에문제에 대한대한 Simplex Simplex 방법방법(2)(2)

6332
22

6332
12223

5321

321

65321

4321

−=++−−
=+−−

=+−−+
=+−+

wxxxx
fxxx

xxxxx
xxxx

인위 변수의 합으로
표현되는 인위 목적
함수(w=x6)를 정의함

4

인위 목적 함수 식

5 초기 기저 가능해(인위 목적 함수 w=x6을 최소화(“w=0”)
하는 해)를 구함 (Simplex 방법의 Phase 1)

Minimize

Subject to
321 22 xxxf +−−=

6  1;0
6332

12223

65321

4321

toix
xxxxx

xxxx

i =≥
=+−−+

=+−+

완화 변수

잉여 변수 인위 변수

3

6 목적 함수 f 를 최소화 하는 해를 구함
(Simplex 방법의 Phase 2)

6332 65321 =+−−+ xxxxx 식에서 x6=w라 두고
정리한 것임

인위 변수는 인위적으로 추가한 것이므로
최적해가 존재하면 이 변수의 값은
0이어야 함2

2

4

4

6

6

y1(=x1)

y2(=x2-x3)

3y1 + 2y2 = 12

C

f = -2

f = -6

f = -10

2y
1 + 3y

2 = 6

A

B
Optimum Point = (0, 6)

f* = -12

D
초기 기저해
(가능해가 아님)
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Simplex Simplex 단체표를단체표를 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법
-- ““≥≥”” 형태의형태의 제약제약 조건을조건을 가진가진 문제에문제에 대한대한 Simplex Simplex 방법방법(3)(3)

6332
22

6332
12223

5321

321

65321

4321

−=++−−
=+−−

=+−−+
=+−+

wxxxx
fxxx

xxxxx
xxxx

-w-60103-3-2A. Obj.

-

-

-

bi/ai

f-00002-2-1Obj.

61-10-332x6

12001-223x4

bix6x5x4x3x2x1

초기에는 원래 변수(x1, …, x3), 잉여 변수(x5)를
0으로 가정하고(“비기저 변수”), 완화 변수(x4)와 인위 변수(x6)를
기저 변수로 가정하여 풀기 시작함(“초기 기저해로부터 시작”)

Phase 1: 인위 목적 함수를 기준으로 Pivot을 수행함(w = 0이 될 때까지 수행)

-w-60103-3-2A. Obj.

-

2

6

bi/ai

f-00002-2-1Obj.

61-10-332x6

12001-223x4

bix6x5x4x3x2x1

-w-0100000A. Obj.

-

-

-

bi/ai

f+42/3-2/30001/3Obj.

21/3-1/30-112/3x2

8-2/32/31005/3x4

bix6x5x4x3x2x1

5

4

인위 변수는 인위적으로 추가한 것이므로
최적해가 존재하면 이 변수의 값은
0이어야 함

인위 목적 함수가 0이므로
Phase 1이 완료되었음
점 A(x1=x3=x5=x6=0, x2=2, x4=8)

새로운 1행 = 1행 - (2/3)¯2행
새로운 2행 = (1/3)¯2행
새로운 2행 = 3행 - (2/3)¯2행
새로운 4행 = 4행 + 2행

2

2

4

4

6

6

y1(=x1)

y2(=x2-x3)

3y1 + 2y2 = 12

B

f = -2

f = -6

f = -10

Optimum Point = (0, 6)
f* = -12

2y
1 + 3y

2 = 6

A

D
초기 기저해
(가능해가 아님) C
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Simplex Simplex 단체표를단체표를 이용한이용한 선형선형 계획계획 문제의문제의 해법해법
-- ““≥≥”” 형태의형태의 제약제약 조건을조건을 가진가진 문제에문제에 대한대한 Simplex Simplex 방법방법(4)(4)

Phase 1: 인위 목적 함수를 기준으로 Pivot을 수행함(w = 0이 될 때까지 수행)

-w-60103-3-2A. Obj.

-

2

6

bi/ai

f-00002-2-1Obj.

61-10-332x6

12001-223x4

bix6x5x4x3x2x1

-w-0100000A. Obj.

-

-

-

bi/ai

f+42/3-2/30001/3Obj.

21/3-1/30-112/3x2

8-2/32/31005/3x4

bix6x5x4x3x2x1

5

6 Phase 2: 목적 함수 f를 기준으로 Pivot을 수행함(목적 함수의 모든 계수가 음이 아닐 때까지 수행)

2/3

1/3

-2/3

x6

-

-6

12

bi/ai

f+4-2/30001/3Obj.

2-1/30-112/3x2

82/31005/3x4

bix5x4x3x2x1

0

0

-1

x6

-

-

-

bi/ai

f+1201002Obj.

601/2-113/2x2

1213/2005/2x5

bix5x4x3x2x1

목적 함수의 모든 계수가 0 이상이므로
현재의 해가 최적해임
(x1=x3=x4=0,x2=6,x5=12,f=-12)

새로운 1행 = 1행 ¯ (2/3)
새로운 2행 = 2행 + (1/2)¯1행
새로운 3행 = 3행 + 1행

A

2

2

4

4

6

6

y1(=x1)

y2(=x2-x3)

3y1 + 2y2 = 12

C

f = -2

f = -6

f = -10

2y
1 + 3y

2 = 6

B
Optimum Point = (0, 6)

f* = -12
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64321 =+++ xxxx

인위인위 목적목적 함수의함수의 구성구성 방법방법Simplex Simplex 방법을방법을 이용하기이용하기 위한위한
등호등호((““==””) ) 제약제약 조건의조건의 변환변환 방법방법

“=” 형태의 등호 제약 조건: 인위 변수(artificial variable)의 도입

Minimize
Subject to

321 22 xxxf +−−=

0,,
6

6332
12223

321

321

321

321

≥
=++

≥−+
≤−+

xxx
xxx

xxx
xxx

인위 변수(0보다 크거나 같음)

“인위 변수 도입 이유”
Simplex 방법을 시작할 때 문제의 원래 변수(x1, x2, x3)를 “비기저 변수”로 가정하면(x1=x2=x3=0),
이 식이 성립하지 않는다.

수학적으로 정합성이 없으므로 x4를 인위적으로 추가하여 수학적인 정합성을 유지한다.
그런데 x4는 인위적으로 추가한 것이므로 최적해가 존재하면 이 변수의 값은 반드시 0이 되어야 한다.

6321 =++ xxx
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인위인위 목적목적 함수의함수의 정의정의 방법방법

Minimize
Subject to

321 22 xxxf +−−=

0,,
6

6332
12223

321

321

321

321

≥
=++

≥−+
≤−+

xxx
xxx

xxx
xxx

Minimize
Subject to

321 22 xxxf +−−=

7    1  ;0
6

6332
12223

7321

65321

4321

toix
xxxx

xxxxx
xxxx

i =≥
=+++

=+−−+
=+−+부등호 제약 조건을

등호 제약 조건으로
변환

인위 변수의 합으로
표현되는 인위 목적
함수(w=x6+x7)를 정의함

12243
22

6
6332

12223

5321

321

7321

65321

4321

−=++−−
=+−−
=+++

=+−−+
=+−+

wxxxx
fxxx

xxxx
xxxxx

xxxx

초기 기저 가능해(인위 목적 함수 w=x6+x7을 최소화
(“w=0”; x6=x7=0) 하는 해)를 구함

532176

3217

53216

24312)(
6

3326

xxxxxxw
xxxx

xxxxx

++−−=−+=
−−−=−

++−−=−

1 2

3

<참고> 인위 변수 각각에 대해
인위 목적 함수를 정의하는 경우

인위 변수는 0보다 크거나 같으므로,
인위 목적 함수를 최소화 한다는 것은
인위 변수가 모두 0의 값을 가져
인위 목적 함수의 값이 0인 것을 의미함
따라서, 인위 변수의 합으로 인위 목적 함수를
정의하는 것이 편리함

6
6332

22
6

6332
12223

2321

15321

321

7321

65321

4321

−=−−−
−=++−−

=+−−
=+++

=+−−+
=+−+

wxxx
wxxxx

fxxx
xxxx

xxxxx
xxxx

인위 목적 함수 w1을 최소화(x6=0) 하고,
인위 목적 함수 w2를 최소화(x7=0) 하는
과정을 각각 수행함
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Simplex Simplex 방법의방법의 요약요약

� 기저 가능해로부터 시작하여 목적
함수를 점차 개선시켜 최적해를
구하는 방법

� 1차 연립 방정식의 이론을
바탕으로 함
y 행렬 연산(가우스-조단 소거법

등)을 이용함

� Simplex 방법의 종류
y One-phase Simplex 방법

� “≤” 형태의 부등호 제약 조건만을
가진 문제

y Two-phase Simplex 방법
� “≥” 형태의 부등호 제약 조건 또는

등호 제약 조건(“=”)을 가진 문제

� Phase 1: 초기 기저 가능해를
선정하기 위해 인위 목적
함수(w)를 0으로 하는 해를 구하는
단계

� Phase 2: 초기 기저 가능해로부터
해의 개선을 통해 최적해를 구하는
단계

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

-x 1
+ x 2

= 4

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29

비가능해

비가능해
Simplex 방법에서의
초기 기저 가능해

AF

E

최적해C

D
기저 가능해 기저 가능해

B

기저
가능해

2

2

4

4

6

6

y1(=x1)

y2(=x2-x3)

3y1 + 2y2 = 12

f = -2

f = -6

f = -10

2y
1 + 3y

2 = 6

C

최적해 = (0, 6)
f* = -12

A

B

D
Simplex 방법에서의
초기 기저해
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Simplex Simplex 방법의방법의 알고리즘의알고리즘의 요약요약

� 단계 1: 초기 기저 가능해를 선정한다.
y “<=” 형태의 부등호 제약 조건: 주어진 문제의 원래의 변수를 비기저 변수(0으로

가정)로, 완화 변수를 기저 변수로 가정하여 초기 기저 가능해를 결정함

y “>=” 형태의 부등로 제약 조건 또는 등호 제약 조건(“=”): Two-phase Simplex 
방법을 이용하며, Phase 1에서 인위 목적 함수 w를 0으로 하는 초기 기저 가능해를
선정함

� 단계 2: 목적 함수를 비기저 변수로만 표현한다.

� 단계 3: 비기저 변수에 대한 목적 함수의 계수가 모두 음이 아닌지를 확인한다. 
만약 그렇다면 현재의 해가 최적해이며 그렇지 않다면 다음 단계로 간다.

� 단계 4: Pivot 열과 행을 결정한다. 이때 결정된 Pivot 열에 해당하는 비기저 변수가
새로운 기저 변수로 되고, Pivot 행에 해당하는 기저 변수가 비기저 변수로 된다.

� 단계 5: 가우스-조단 소거법을 이용하여 Pivot을 수행한다.

� 단계 6: 비기저 및 기저 변수의 값을 구한다. 그리고 단계 3으로 간다.
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 선형선형 계획법을계획법을 이용한이용한 최적최적 화물화물 수송수송 문제문제

어느 선박은 항구 A에서 출발하여 항구 B, C, D를 거쳐 항구 E를 운항한다. 이 선박의
최대 화물 적재 능력은 50,000ton이며 각 항구에서는 다음과 같은 화물을 적재할 수
있다고 하면 화물 종류별로 얼마의 화물을 수송하면 최대의 운임을 얻을 수 있는지
계산하시오.

650DC6

D

C

D

C

B

목적 항구

12100B5

850B4

2025A3

1040A2

5100A1

운임 요율($/ton)적재할 수 있는
화물량(1,000ton)

출발 항구
화물
종류
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(1)(1)

화물 종류 i의 적재 톤수를 1,000ton 단위로
xi로서 표현하면

650DC6

D

C

D

C

B

목적

항구

12100B5

850B4

2025A3

1040A2

5100A1

운임 요율
($/ton)

적재할 수 있는
화물량(1,000ton)

출발

항구

화물

종류

x3

A B C D

x2

x4

x5

x6

x1

목적 함수: 운임 최대화

654321 612820105 xxxxxxZ +++++=

설계 변수: 654321 ,,,, xxxxxx

Maximize

f = -Z라고 가정하면 최소화 문제로 변환시킬 수 있음

654321 612820105 xxxxxxf −−−−−−=Minimize

어느 선박은 항구 A에서 출발하여 항구 B, C를 거쳐 항구 D로 간다. 이 선박의 최대 화물 적재 능력은
50,000ton이며 각 항구에서는 다음과 같은 화물을 적재할 수 있다고 하면 화물 종류별로 얼마의 화물을
수송하면 최대의 운임을 얻을 수 있는지 계산하시오.
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(2)(2)

650DC6

D

C

D

C

B

목적

항구

12100B5

850B4

2025A3

1040A2

5100A1

운임 요율
($/ton)

적재할 수 있는
화물량(1,000ton)

출발

항구

화물

종류

A B C D
선박의 최대 화물 적재 능력:

50: 321 ≤++⇒ xxxBA

제약 조건:

어느 선박은 항구 A에서 출발하여 항구 B, C를 거쳐 항구 D로 간다. 이 선박의 최대 화물 적재 능력은
50,000ton이며 각 항구에서는 다음과 같은 화물을 적재할 수 있다고 하면 화물 종류별로 얼마의 화물을
수송하면 최대의 운임을 얻을 수 있는지 계산하시오.

50: 5432 ≤+++⇒ xxxxCB
50: 653 ≤++⇒ xxxDC

화물 종류별 최대 적재 가능량:

500  ,500  ,250  ,400 6432 ≤≤≤≤≤≤≤≤ xxxx
x1, x5의 최대 적재 가능량은 50,000톤보다 크므로 x1, x5에 대한 상한 제약 조건은 없어도 됨

x3

x2

x4

x5

x6

x1

화물 종류 i의 적재 톤수를 1,000ton 단위로
xi로서 표현하면

x4, x6 역시 최대 적재 가능량은 50,000톤이므로 상한 제약 조건은 없어도 됨
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50321 ≤++ xxx

3.43.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(3)(3)

Minimize

Find 654321 ,,,,, xxxxxx

Subject to

: 화물 종류별 최대 적재 가능량에 관한 제약 조건

: 선박의 최대 화물 적재 능력에 관한 제약 조건

미지수 6개, 부등호 제약 조건 7개인 최적화 문제

654321 612820105 xxxxxxf −−−−−−=

505432 ≤+++ xxxx
50653 ≤++ xxx

500  ,500
,250  ,400

64

32

≤≤≤≤
≤≤≤≤

xx
xx
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(4)(4)

1: 완화 변수(slack variable) - “≤” 형태의 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변환하기 위해 도입한 변수

654321 612820105 xxxxxxf −−−−−−=

제약 조건

목적 함수

1 2

3

Simplex 방법을 이용한 해결표준형으로의 변환

13121110987 ,,,,, xxxxxxx : 완화 변수1Where,

Simplex 방법 수행

초기 기저 가능해로부터 해의 개선을 통해
최적해를 구함

50321 ≤++ xxx
505432 ≤+++ xxxx

50653 ≤++ xxx

500  ,500
,250  ,400

64

32

≤≤≤≤
≤≤≤≤

xx
xx

507321 =+++ xxxx
5085432 =++++ xxxxx

509653 =+++ xxxx

50  ,50
,25  ,40

136124

113102

=+=+
=+=+

xxxx
xxxx

654321 612820105 xxxxxxf −−−−−−=
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(5)(5)

-501000000100000x13

-500100000001000x12

25250010000000100x11

-400001000000010x10

50500000100110100x9

0

0

0

x13

0

0

0

x12

0

0

0

x11

0

0

0

x10

0

0

0

x9

0

1

0

x8

0

0

1

x7

-

50

50

bi/ai

f+0-6-12-8-20-10-5Obj.

50011110x8

50000111x7

bix6x5x4x3x2x11

-501000000100000x13

-500100000001000x12

-250010000000100x3

-400001000000010x10

252500-10100110000x9

0

0

0

x13

0

0

0

x12

20

-1

-1

x11

0

0

0

x10

0

0

0

x9

0

1

0

x8

0

0

1

x7

-

25

-

bi/ai

f+500-6-12-80-10-5Obj.

25011010x8

25000011x7

bix6x5x4x3x2x12

(2) 선택된 열의 계수가
양수이며
최소의 비율
을 갖는 행을 선택

(1) 목적 함수 계수가 최소인 열을 선택

비율 = (각 행의 우변의 값) /
(각 행의 선택된 열에서의 해당 변수의 계수)

(3) 선택된 행과 열의 변수를 중심으로 Pivot을 실시
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(6)(6)

50501000000100000x13

-500100000001000x12

-250010000000100x3

-400001000000010x10

0000001-1010-10-10x9

0

0

0

x13

0

0

0

x12

8

-1

-1

x11

0

0

0

x10

0

0

0

x9

12

1

0

x8

0

0

1

x7

-

-

-

bi/ai

f+800-60402-5Obj.

25011010x5

25000011x7

bix6x5x4x3x2x13

-501000-110001010x13

-500100000001000x12

-250010000000100x3

-400001000000010x10

-000001-1010-10-10x6

0

0

0

x13

0

0

0

x12

8

-1

-1

x11

0

0

0

x10

6

0

0

x9

6

1

0

x8

0

0

1

x7

-

-

25

bi/ai

80000-20-4-5Obj.

25011010x5

25000011x7

bix6x5x4x3x2x14
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 11
-- 풀이풀이 과정과정(7)(7)

50501000-110001010x13

50500100000001000x12

250010000000100x3

400001000000010x10

000001-1010-10-10x6

0

0

0

x13

0

0

0

x12

3

-1

-1

x11

0

0

0

x10

6

0

0

x9

6

1

0

x8

5

0

1

x7

25

bi/ai

f+92500-2010Obj.

25011010x5

25000011x1

bix6x5x4x3x2x15

251010-1000-10000x13

2501100-100-100-10x12

250010000000100x3

400001000000010x10

2500-10100110000x6

0

0

0

x13

0

0

0

x12

1

-1

-1

x11

0

0

0

x10

6

0

0

x9

8

1

0

x8

5

0

1

x7 bi/ai

f+975020030Obj.

25011010x4

25000011x1

bix6x5x4x3x2x16

목적 함수의 모든 계수가 0 이상이므로
현재의 해가 최적해임(x2=x5=0,x1=x3=x4=x6=25,f=-975)

따라서 화물 1, 3, 4, 6을 25,000ton씩 적재하였을 때 최대의 운임 975,000$를 얻을 수 있음

선택된 열의 계수가
음수(-1)여서 선택 안됨
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 22

� 다음과 같이 등호 제약 조건만으로 이루어진 부정 선형 연립 방정식의 해를
구하는 문제(선형 계획 문제)를 Simplex 방법을 이용하여 푸시오. 

0,,,,,
2

32
32

2121

21

22

11

≥
=+

=−−+
=−−+

ζζ

ζ
ζ

zyxxwhere
xx

zyx
zyx

0,0,1,1 2121 ====== ζζzyxx최적해:
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 22
-- 풀이풀이 과정과정(1)(1)

3. 인위 목적 함수는 다음과 같이 정의함

∑∑∑∑∑
== ===

+=−==
6

1
0

6

1

3

1

3

1

3

1 j
jj

j i
jij

i
i

i
i XCwXBDYw

여기서,

8233
3

1
0

3

1

=++==

−=

∑

∑

=

=

i
i

i
ijj

Dw

BC : 행렬 B의 j번째 열의 요소를 모두 더해 부호를 바꾼 것(상대 비용 계수)

: 인위 목적 함수의 초기값으로 행렬 D의 모든 요소를 더한 것

1. 주어진 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 부정 선형 연립
방정식의 해를 구하는 문제(선형 계획 문제)임

2. 부정 선형 연립 방정식의 해를 구하기 위하여 Simplex 방법에서 인위 변수 및 인위 목적 함수를
도입하여 초기 기저 가능해를 구하는 방법임

)13()13()16()63( ×××× =+ DYXB
인위 변수
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3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 22
-- 풀이풀이 과정과정(2)(2)

2

0

-1

-1

X4

2210000011Y3

0

0

0

Y3

0

1

0

Y2

0

0

1

Y1

-w-811-2-3-3A. Obj.

-

3/2

bi/ai

3-10120Y2

30-1102Y1

biX6X5X3X2X11

각 열의 요소를 모두 더해 부호를 바꾼 것(예, 1열: -(2+0+1)=-3)인위 목적 함수 식

인위 변수

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
=
=
=
=
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−

−−

2
3
3

)(
)(
)(
)(
)(
)(

000011
101120

011102

3

2

1

62

51

4

3

22

11

Y
Y
Y

X
X
Xz
Xy
Xx
Xx

ζ
ζ

)13()13()16()63( ×××× =+ DYXB
0,,,,,

2
32
32

2121

21

22

11

≥
=+

=−−+
=−−+

ζζ

ζ
ζ

zyxxwhere
xx

zyx
zyx



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

105

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

105/252

1/2

1/2

-1

-1/2

X4

1/21/210-1/201/2-1/210Y3

0

0

0

Y3

0

1

0

Y2

3/2

0

1/2

Y1

-w-7/21-1/2-1/2-30A. Obj.

3/2

-

bi/ai

3-10120Y2

3/20-1/21/201X1

biX6X5X3X2X1

3.4 3.4 선형선형 계획계획 문제의문제의 예예 22
-- 풀이풀이 과정과정(3)(3)

2

2

1/2

-2

-1/2

X4

-1/210-1/201/2-1/210X2

3

-2

0

Y3

0

1

0

Y2

0

1

1/2

Y1

-w-211-200A. Obj.

1

3

bi/ai

2-1-1200Y2

3/20-1/21/201X1

biX6X5X3X2X13

0

0

-1

0

X4

-11/21/4-1/4-1/41/4010X2

1

-1

1/2

Y3

1

1/2

-1/4

Y2

1

1/2

1/4

Y1

-w-000000A. Obj.

bi/ai

1-1/2-1/2100X3

11/4-1/4001X1

biX6X5X3X2X14

인위 목적 함수가 0이므로 초기 기저 가능해가 구해졌음

이로부터 X1=1, X2=1, X3=1, X4=X5=X6=0

따라서 주어진 문제의 초기 기저 가능해 중의 하나는 임0,1,1 2121 ===−=== ζζzyvxx

[ ]2121)51( ζζzyxxT =×X
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선형선형 계획계획 문제의문제의 해결을해결을 위한위한 Simplex ClassSimplex Class의의 구현구현 예예

class Simplex  
{
public:

Simplex();
virtual ~Simplex();

int m_nRowNo; // Simplex Table의 행의 수(= 제약 조건식의 수)
int m_nColumnNo; // Simplex Table의 열의 수(= 원래의 설계 변수의 수 + 완화 변수의 수 + 잉여 변수의 수
+ 인위 변수의 수)
int m_nType; // Phase I, II 여부

int* m_pBDVId; // 기저 변수들의 ID
double** m_pA; // 제약 조건식에 해당하는 계수들의 집합
double* m_pB; // 제약 조건식의 값들의 집합
double* m_pC; // 목적 함수식에 해당하는 계수들의 집합
double* m_pW; // 인위 목적 함수식의 설계 변수에 대한 계수들의 집합
double m_fObj; // 목적 함수값
double m_fAObj; // 인위 목적 함수값

void InitializeSimplexTable();
int FindPivotColumn(); // Pivot Column을 결정하는 함수
int FindPivotRow(); // Pivot Row를 결정하는 함수
int Pivot(int colNo, int rowNo); // 주어진 Pivot Column과 Pivot Row로 Simplex Table의 Pivoting을 1번 수행하는 함수
int CheckEndCondition(); // Simplex 방법의 종료 조건을 판단(목적 함수식 또는 인위 목적 함수식에 해당하는
계수들이 모두 음이 아닌지 확인)하는 함수
int Solve(); // Simplex 방법을 실행하는 함수

};



Ch4. Ch4. 쿤쿤--터커터커(Kuhn(Kuhn--Tucker)Tucker)
정리를정리를 이용한이용한 최적성최적성 조건조건

4.1 최적성 조건을 이용한 최적해의 도출

4.2 라그란지 승수(Lagrange multiplier)를 도입한 최적화
기법



4.1 4.1 최적성최적성 조건을조건을 이용한이용한
최적해의최적해의 도출도출
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11변수변수 함수의함수의 최적성최적성 조건조건
-- 함수의함수의 극대극대, , 극소극소((고교고교 과정과정 Review)Review)

x

y

1

1

-1 x

y

1

1

-1

극대

극소

1) 극대값 :           에서 연속 함수 f(x)가 증가에서 감소 상태로 변함

2) 극소값 :           에서 연속 함수 f(x)가 감소에서 증가 상태로 변함

0)(' * =xf
(            에서 극대 또는 극소값을 가질 필요 조건)

고등학교 수학의 정석(수학 II) Review
- 수학의 정석 “6. 극대, 극소와 미분”(p. 104)

*xx =
*xx =

*xx =
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11변수변수 함수의함수의 최적성최적성 조건조건
-- 11계계 필요필요 조건조건(1)(1)

변수가 하나일 때, 극값을 가질 필요 조건 : 0)(' * =xf

Rxx
dx

xfdxx
dx

xdfxfxf +−+−+= 2*
2

*2
*

*
* )()(

2
1)()()()(

pf) 주어진 점 에서 f(x)의 테일러 급수는 다음과 같다.
*x

나머지항(Remainder)

:     가 에 충분히

가까우면 그 값이 매우 작음

*xxdxx =− *
라고 놓으면

Rdxfdxfxfxf +++= 2*** )(''
2
1)(')()(

)()()( * xfxfxf Δ=−함수 값의 변화량

Rdxfdxfxf ++=Δ 2** )(''
2
1)(')(
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11변수변수 함수의함수의 최적성최적성 조건조건
-- 11계계 필요필요 조건조건(2)(2)

*xx = 에서 국부적 후보 최소점이기 위해서는 0≥Δf

따라서, )( *xxd −= 의 부호에 상관없이 를 만족하려면0≥Δf 0)(' * =xf

Rdxfdxfxfxfxf ++=−=Δ 2*** )(''
2
1)(')()()(

0)(' * =xf 를 만족하는 점 : 국부적으로 최소, 최대, 또는 변곡점

총칭하여 상점(Stationary point)이라고 함

cf)

보다 함수 값이 작은 점(x*+d )이
존재하므로 x*는 최소점이 아님

)( *xf에서 최소값)( *xf

*x dx +*dx −* *x dx +*dx −* *x dx +*dx −*

의미 : x*에서의 함수 값이 x*±d에서의

함수 값보다 작으면 x*는 국부적

후보 최소점이 될 가능성이 있음

이어야 함

이와 유사한 개념으로 에서 국부적 후보 최대점이 되기 위해서는 이어야 하며,

의 부호에 상관없이 를 만족하려면 이어야 함

*xx = 0≤Δf
)( *xxd −= 0≤Δf 0)(' * =xf

에서 최대값)( *xf
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11변수변수 함수의함수의 최적성최적성 조건조건
-- 충분충분 조건과조건과 22계계 필요필요 조건조건

상점(                     를 만족하는 점) 중 어느 점이 최소점인지 결정하는 방법

상점이므로,                   . 따라서, 0)(' * =xf Rdxfxf +=Δ 2* )(''
2
1)(

2차항이 다른 모든 고차항에 비해 지배적인 항이므로, 

d≠0에 대하여 다음 조건을 만족하면 항상 0≥Δf
0)('' * >xf

cf) 0)('' * =xf 인 경우 국부적으로 최소점인지 알 수 없다.

∵ 1계, 2계 미분이 모두 0이므로, 국부적으로 최소이기 위해서는

3계 미분계수는 0이 되어야 하고, 4계 미분계수가 양수(>0)여야 한다.

즉, R의 부호에 따라 달라지게 된다.

(충분 조건(Sufficient condition))

2계 필요 조건 : 

0)('' * ≥xf국부적으로 최소값을 가지면, 

(※ 단, 역은 성립하지 않는다.)

Rdxfdxfxfxfxf ++=−=Δ 2*** )(''
2
1)(')()()(

*xx = 에서 국부적 후보 최소점이기 위해서는 0≥Δf
따라서, )( *xxd −= 의 부호에 상관없이 를 만족하려면0≥Δf 0)(' * =xf 이어야 함

0)(' * =xf
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11변수변수 함수의함수의 최적성최적성 조건조건((요약요약))

충분 조건, 필요 조건, 필요 충분 조건

(고등학교 수학의 정석 ‘명제와 조건’ 참고)

1) A는 B의 충분 조건이다.

“A이면 B이다.” (              )

2) C는 D의 필요 조건이다.

“D이면 C이다.” (              )

3) E는 F의 필요 충분 조건이다.

“E이면 F이고, F이면 E이다.” (              )

BA⇒

DC ⇐

FE ⇔

1계 필요 조건(1st Order necessary condition)

2계 필요 조건(2nd Order necessary condition)

충분 조건(Sufficient condition)

0)(' * =xf가 국부적 후보 최소점이면,

cf) 0)(' * =xf 이면,     가 상점(극소, 극대, 변곡점)

이다.

0)('' * >xf
상점(                    )일 경우

이면 가 국부적 최소점이다.

0)('' * ≥xf가 국부적 최소점이면, 

*x

*x

0)(' * =xf

*x

*x
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22변수변수 함수의함수의 테일러테일러 전개전개(Taylor Series Expansion)(1)(Taylor Series Expansion)(1)

Rxx
x

fxxxx
xx
fxx

x
f

xx
x
fxx

x
fxxfxxf

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

+−−
∂∂

∂
+−

∂
∂

+

−
∂
∂

+−
∂
∂

+=

2*
222

2

2
*
22

*
11

21

2
2*

112
1

2

*
22

2

*
11

1

*
2

*
121

)())((2)(
2
1

)()(),(),(

2변수 함수 에 대한 점 에서의 테일러 전개식),( 21 xxf ),( *
2

*
1 xx

( ) ( ) Rfff TT +−−+−∇+= ******  )(
2
1)()()()( xxxHxxxxxxx

( )22
*
2

*
1

*
21 ,),(,),( ×∈== Mxxxx TT Hxx

2x2 Matrix의 원소

이를 다시 표현하면, 

⎥
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22변수변수 함수의함수의 테일러테일러 전개전개(2)(2)

2변수 테일러 전개식의 행렬 표기법

( ) ( ) Rfff TT +−−+−∇+= ******  )(
2
1)( )()()( xxxHxxxxxxx

다변수 함수의 테일러 전개식의 행렬 표기법 : 2변수 전개식과 동일

( )22
*
2

*
1

*
21 ,),(,),( ×∈== Mxxxx TT Hxx

nnM
f

×∈
∇

H
xx ,, *

: n 차원 Vector

Rfff TT ++∇+=+ dxHddxxdx )(
2
1)()()( ****

로 정의 하면, 다음과 같이 표현 가능dxx =− *

2x2 Matrix의 원소

,0)( * =∇ Tf x 0)(
2
1 * >dxHdT

에서 최소이기 위한 충분 조건
*xx =
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[[참고참고] ] 헷세헷세 행렬행렬(Hessian Matrix)(Hessian Matrix)
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ΛΛ ==
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⎥
⎦
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⎢
⎢
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⎡

∂∂
∂

=H

헷세 행렬(Hessian Matrix) : Gradient Vector를 한번 더 미분하면(각각,     에 대하여 미분),

함수 에 대한 2계 편도함수의 행렬을 얻게 되는데, 이를 헷세 행렬이라고 정의함.
ix

)(xf

( )Tnxxx Λ21=x
: n개의 변수를 가지는

column Vector(열벡터)

즉, Gradient Vector의 각 성분을 으로 미분하면 다음을 얻는다.nxxx ,,, 21 Λ

헷세 행렬은 보통 H 또는 로 표시f2∇

헷세 행렬의 대칭성

ijji xx
f

xx
f

∂∂
∂

=
∂∂
∂

따라서, 헷세 행렬은 항상 대칭 행렬
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22차차 형식형식(Quadratic Form)(Quadratic Form)

2차 형식 : 한 변수의 제곱항과 서로 다른 두 변수의 곱항(다변수 곱항)의 합으로 이루어진 함수

ex) ( )2
332

2
23121

2
1321 546422

2
1),,( xxxxxxxxxxxxF +−−++=

2차 형식은 다음과 같이 행렬로 표현이 가능하다.

( ) [ ] xAxT

x
x
x

xxxxxxF
2
1

522
261

212

2
1,,

3

2

1

321321 =
⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
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⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎢

⎣

⎡

−
−−=

A : 대칭 행렬

(Symmetric Matrix)

대칭행렬 A의 구성 방법 (A의 (i,j) 성분을 aij로 나타냄)

1) 대각 성분은 제곱항의 계수

2) 대각 성분 이외의 성분은

다변수 곱항 계수의 ½

( )계수의 2
iii xa =

( )
2
1 ×= 계수의jiij xxa

HddT

2
1
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22차차 형식의형식의 형태형태

2차 형식의 정의

1) 양정 형식(Positive Definite) 

:            인 모든 x에 대하여

2) 양반정 형식(Positive Semidefinite) 

: 모든 x에 대하여 이고

3) 음정 형식(Negative Definite) 

:            인 모든 x에 대하여

4) 음반정 형식(Negative Semidefinite) 

: 모든 x에 대하여

5) 부정 형식(Indefinite)

: 어떤 x에 대해서는 양수 또는 음수

0≠x

0≠x 0>AxxT

0≥AxxT

0<AxxT

0≤AxxT

2차 형식 정의의 이용

0)('' * >xf 이면

x*는 국부적 최소점이다.

① 1변수 함수의 최소 조건

② 다변수 함수의 최소 조건

0)( * >dxHdT

즉,                             가 양정 형식이면

0)(' * =xf

0)( * >dxHdT
이면

인 x*(상점)에서

인0)(    0)( ** =∇⇒=∇ xx ff T

x*는 국부적 최소점이다.

x*(상점)에서

0=AxxT
인 0≠x 가 존재

여기서,             가 양정 행렬이면

0)( * >dxHdT
)( *xH
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22차차 형식형식 행렬의행렬의 형태형태 결정을결정을 위한위한 고유치고유치 검사검사

Axxx TF
2
1)( =2차 형식 에 관련된 대칭 nn× 행렬 A 의 n개의 고유치를

nii ,...,1 , =λ 이라고 가정

1)           가 양정(Positive Definite)이기 위한 필요 충분 조건: 모든 고유치가 양수)(xF

2)           가 양반정(Positive Semidefinite)이기 위한 필요 충분 조건: 모든 고유치가 음수가 아님)(xF

nii ,...,1 ,0 =>λ

nii ,...,1 ,0 =<λ
3)           가 음정(Negative Definite)이기 위한 필요 충분 조건: 모든 고유치가 음수)(xF

nii ,...,1 ,0 =≥λ

nii ,...,1 ,0 =≤λ
4)           가 음반정(Negative Semidefinite)이기 위한 필요 충분 조건: 모든 고유치가 양수가 아님)(xF

5) 적어도 하나의 가 음수이고 또 적어도 하나의 가 양수이면 는 부정(Indefinite)임iλ iλ )(xF
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고유치고유치 검사에검사에 의한의한 22차차 형식의형식의 행렬의행렬의 형태형태 결정결정 예제예제

고유치 구하는 방법

vAv λ= 0)( =− vIA λ 0)det( =− IA λ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

422
242
224

A

0)8()2(
422

242
224

det 2 =−−=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
λλ

λ
λ

λ

8,)(2 중근=∴λ

다음 행렬의 고유치를 구하여 행렬의 형태를 결정하시오.

모든 고유치가 양수이므로 주어진 행렬은 양정(Positive Definite) 행렬임
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1) x*가 국부적 후보 최소점일 필요 조건 : 

2) 인 상점에서 x*가 국부적 최소점일 조건 : 

다변수다변수 함수의함수의 후보후보 최적성최적성 조건조건((요약요약))

n개의 변수로 이루어진 다변수 함수 에 대한 테일러 전개식)(xf

Rfff TT ++∇+= dxHddxxx )(
2
1)()()( ***

함수의 변화량으로 위 식을 다시 쓰면,

Rff TT ++∇=Δ dxHddx )(
2
1)( **

가 국부적으로 후보 최소점이면,              이어야 함
*x 0≥Δf

0)( * =∇ Tf x

0>)dH(xd *T
위 조건은 가 양정 행렬일 경우 성립한다. )H(x*

),2,1(,0)( *

ni
x

f

i

Λ==
∂

∂ x
즉,

0)(    0)( ** =∇⇒=∇ xx ff T
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SolutionSolution

Optimum ProblemOptimum Problem

후보후보 최적성최적성 필요필요 조건을조건을 이용한이용한 등호등호 제약제약 최적화최적화 문제의문제의 해법해법

2
2

2
121 )5.1()5.1(),( −+−= xxxxf

02),( 2121 =−+= xxxxh

x2를 x1의 양함수(explicit function)로 표현하면,

2)( 112 +−=Φ= xxx
2

1
2

111 )5.12()5.1())(,( −+−+−=Φ xxxxf

04

12
1

0)5.0(2)5.1(2

2
1

2
12

1

11
1

>=

=+−=⇒
=⇒

=+−−−=

dx
fd

xx
x

xx
dx
df

)1,1(),( 21 =∴ xx : 국부적 최소점

Minimize

Subject to



4.2 4.2 라그란지라그란지 승수승수(Lagrange (Lagrange 
multiplier)multiplier)를를 도입한도입한 최적화최적화 기법기법
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등호등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 문제의문제의 후보후보 최적성최적성 필요필요 조건조건
-- Lagrange multiplierLagrange multiplier의의 도입도입

,0/),( 121 =dxxxdf

0)  ,( *
2

*
1 =xxh

0)(),(),(),(
1

1

2

*
2

*
1

1

*
2

*
1

1

*
2

*
1 =

∂
∂

+
∂

∂
=

dx
xd

x
xxh

x
xxh

dx
xxdh φ

0)(),(),(
1

1

2

*
2

*
1

1

*
2

*
1 =

∂
∂

+
∂

∂
dx

xd
x

xxf
x

xxf φ

221

121

1

1

/*)*,(
/*)*,()(

xxxh
xxxh

dx
xd

∂∂
∂∂

−=∴
φ

0
/*)*,(
/*)*,(*)*,(*)*,(

221

121

2

21

1

21 =
∂∂
∂∂

∂
∂

−
∂

∂
∴

xxxh
xxxh

x
xxf

x
xxf

0),(),(

1

2

2

21

1

21 =
∂

∂
+

∂
∂

dx
dx

x
xxf

x
xxf

0*)*,(*)*,(

1

21*

1

21 =
∂

∂
+

∂
∂

x
xxh

x
xxf ν

0*)*,(*)*,(

2

21*

2

21 =
∂

∂
+

∂
∂

x
xxh

x
xxf ν

식 (3)은

), ,( 21 xxf 0),( 21 =xxhMinimize Subject to

)  ,( *
2

*
1

* xx=x 를 국부적 후보 최소점이라 가정하면, 

등호 제약 조건으로부터

www 식 (1)

www 식 (2)

식 (2)를 식 (1)에 대입하면

www 식 (3)

만일 라고 가정하면www 식 (4)

한편, 식 (4)를 다시 정리하면

0)  ,( *
2

*
1 =xxh

0*)*,(*)*,(

1

21*

1

21 =
∂

∂
+

∂
∂

x
xxh

x
xxf ν

0*)*,(*)*,(

2

21*

2

21 =
∂

∂
+

∂
∂

x
xxh

x
xxf ν

요약하면,                              가 국부적 후보

최소점이 되기 위해서는 아래의 3가지 조건을

모두 만족해야 함

*)  *,(* 21 xx=x

위 식에서 v*를 Lagrange multiplier라고 함

221

221*

/*)*,(
/*)*,(

xxxh
xxxf
∂∂
∂∂

−=ν

0)  ,( 21 =xxh 으로부터 x2를 x1으로 표현할 수 있다. 즉, ))(,(),( 1121 xxfxxf φ=
1변수 함수의 국부적 후보 최소점을 구하기 위해서는

는 양함수 형태이나 일반적으로 이렇게 표현이 안됨)( 12 xx φ=

2
2

21
1

1

21
21

),(),(),( dx
x

xxfdx
x

xxfxxdf
∂

∂
+

∂
∂

=그런데 이므로
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[[참고참고] 2] 2변수변수 함수의함수의 전미분전미분

),( *
2

*
1 xxf

),( 21 xxf

),( 2
*
21

*
1 xxxxf Δ+Δ+

fΔ
df

)0,,( *
2

*
1 xx

22 dxx =Δ

11 dxx =Δ

1x

2x

1
1

dx
x
f

∂
∂

2
2

dx
x
f

∂
∂

1x
f

∂
∂

기울기=

f

2x
f

∂
∂

기울기=

2
2

1
1

dx
x
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

=

방향의 변화량1x

방향의 변화량2x

주어진 것: ),(),,( *
2

*
1

*
2

*
1 xxfxx

실제 구해야 하는 것:

fxxf

xxxxf

Δ+=

Δ+Δ+

),(

),(
*
2

*
1

2
*
21

*
1

근사적으로 구할 수 있는 것:

dfxxf +),( *
2

*
1

dff ≅Δ
21   , xx ΔΔ 가 아주 작다면

라 볼 수 있음
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등호등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 문제의문제의 후보후보 최적성최적성 필요필요 조건조건
-- Lagrange Lagrange 함수의함수의 도입도입

0*)  *,( 21 =xxh

Necessary ConditionNecessary Condition

)  ,()  ,()  ,  ,( 212121 xxhxxfxxL νν +=

0),,(

1

**
2

*
1 =
∂

∂
x

vxxL

0),,(

2

**
2

*
1 =
∂

∂
x

vxxL

0),,( **
2

*
1 =
∂

∂
v

vxxL

Necessary ConditionNecessary Condition

0*)*,(*)*,(

1

21*

1

21 =
∂

∂
+

∂
∂

x
xxh

x
xxf ν

0*)*,(*)*,(

2

21*

2

21 =
∂

∂
+

∂
∂

x
xxh

x
xxf ν

원래의 목적 함수(f )와 제약 조건(h)을 Lagrange 함수(L)로 표현하여 비제약 함수로 변환함

0=∇ ),,( **
2

*
1 vxxL

앞의 방법과는 달리 Lagrange 함수를 도입할 경우

보다 간결하게 후보 최적성 필요 조건을 유도할 수 있음

Minimize

0)()( *** =∇+∇ xx hvf
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등호등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 최적화최적화 문제에서의문제에서의
Lagrange Lagrange 함수의함수의 구성구성

2
2

2
1 )5.1()5.1()( −+−= xxf x

02)( 21 =−+= xxh x

Original ProblemOriginal Problem

)2(
)5.1()5.1(

)()() ,(

21

2
2

2
1

−++
−+−=

+=

xx
xx

hfL

ν

νν xxx

Lagrange FunctionLagrange Function

Necessary Condition: Necessary Condition: 

0)()( *** =∇+∇ xx hf ν

)()( *** xx hf ∇=−∇∴ ν

75.0=f

5.0=f

1 2

1

2

)(xf∇ : )(xf 의 증가 방향

)(xh∇ : )(xh 의 증가 방향

0=h

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∇⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=∇
1
1

)(,
)5.1(2
)5.1(2

)(
2

1 xx h
x
x

f

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=∇
1
1

)(Cf

C

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∇

1
1

)(Ch

0.0)(,5.0)( == CC hf

02*
2

*
1 =−+ xx

)()( *** xx hvf ∇=∇−후보 최적점 C에서 의 의미를 살펴 보면,

0.0)(,75.0)( == DD hf

D

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=∇
73.1

0
)(Df

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∇

1
1

)(Dh

목적 함수 및 제약 함수의 Gradient 벡터는 동일 작용선 상에 있고,
서로 비례하며 이때 Lagrange multiplier  v*가 비례 상수임

목적 함수 및 제약 함수의 Gradient 벡터는 동일 작용선 상에 있고,
서로 비례하며 이때 Lagrange multiplier  v*가 비례 상수임

1,
1
1

)(,
1
1

)( * =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∇⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=∇ νCC hf

그러나 점 D에서는 위 식을 만족하지 않으므로 후보 최적점이 아님

**
2

**
1 )5.1(2  ,)5.1(2 vxvx =−−=−−

1,1 **
2

*
1 ===⇒ vxx (점 C)

Minimize

0)( ** =∇ ν,  L x

Subject to

Minimize

1x

2x
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Lagrange Lagrange 함수의함수의 정의정의
-- 등호등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 최적화최적화 문제문제((요약요약))

� 등호 제약 조건이 있는 최적화 문제

� Lagrange 함수(L)의 정의

),   ...  ,,()( 21 nxxxff =x
pihi ,  ...  ,1     ,0)( ==x

)()(

)()(),(
1

xhvx

xxvx

T

p

i
ii

f

hvfL

+=

+= ∑
=

Minimize

Subject to

vi = 등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 부호에 제한이 없음

<이유> 원래의 등호 제약 조건(“등식”)의 양변에 –를 곱해도 주어진 문제의 해는 변하지 않으므로
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후보후보 최적성최적성 필요필요 조건을조건을 이용한이용한
부등호부등호 제약제약 최적화최적화 문제의문제의 해법해법

2
2

2
1 )5.1()5.1()( −+−= xxf x

02)( 21 ≤−+= xxg x

Original ProblemOriginal Problem

[ ]

)2(

)5.1()5.1(
)()()  ,  ,(

2
21

2
2

2
1

2

sxxu

xx
sgufsuL

+−++

−+−=

++= xxx

Lagrange FunctionLagrange Function

Necessary Condition:           Necessary Condition:           

75.0=f

5.0=f

1

2

0=g

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=∇
1
1

)(Cf

C

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∇

1
1

)(Cg

0.5

0.5

0.0)(,5.0)( == CC gf

5.0=g1 2

02  ,02

0)5.1(2  ,0)5.1(2

2
21

2
2

1
1

==
∂
∂

=+−+=
∂
∂

=+−=
∂
∂

=+−=
∂
∂

us
s
Lsxx

u
L

ux
x
Lux

x
L

0≥u단,

(1) s = 0일 때(부등호 제약 조건이 등호 제약 조건으로 변환)

(2) u = 0일 때(부등호 제약 조건을 만족함, 즉 부등호 제약 조건이 없는 문제임)

1,1 **
2

*
1 === uxx

1,0,5.1 2**
2

*
1 −==== suxx (점 D: 제약 조건을 위배)

후보 최적점(점 C)

02)( 2
21

2 =+−+=+ sxxsg x

부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로
변환하기 위해 도입한 완화 변수(slack variable)

D

0)( *** =∇ ,  s,  uL x

Minimize

Subject to

Minimize
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부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 문제의문제의 후보후보 최적성최적성 필요필요 조건조건(1)(1)

부등호 제약 조건

migi ,  ...  ,1     ,0)( =≤x

부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변경하기 위해서 완화 변수(slack variable)      을 도입하면,

misg ii ,  ...  ,1     ,0)( 2 ==+x

부등호 제약 조건이 있는 문제의 Lagrange 함수

)()()()(),(
1

xhvxxxvx T
p

i
i fhvfL +=+= ∑

=

등호 제약 조건이 있는 문제에 대한 Lagrange 함수는 다음과 같음

원래의 부등호 제약 조건이 완화 변수의 도입을 통해 등호 제약 조건으로 변경되었기 때문에
위의 Lagrange 함수에 대입하여 정리하면

))(()())(()(),,( 2

1

2 sxguxxxsux ++=++= ∑
=

T
m

i
iii fsgufL

vi : 등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 부호에 제한이 없음

ui : 부등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 0보다 크거나 같아야 함

si : 부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변환하기 위한 완화 변수

단, 0≥iu

2
is
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부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 문제의문제의 후보후보 최적성최적성 필요필요 조건조건(2)(2)

ui : 부등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 0보다 크거나 같아야 함

si : 부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변환하기 위한 완화 변수

부등호 제약 조건이 있는 문제의 Lagrange 함수

부등호 제약 조건이 있는 문제의 후보 최적성 필요 조건

0sux =∇ ),,( ***L

nj
x
gu

x
f

x
L

j

i
m

i
i

jj

,  ...  ,1      ,0
1

* ==
∂
∂

+
∂
∂

≡
∂
∂ ∑

=

m,  ...  ,1     ,0)( 2** ==+≡
∂
∂ isg
u
L

ii
i

x
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s
L

ii
i

,  ...  ,1     ,0** ==≡
∂
∂

miui ,  ...  ,1     ,0* =≥

))(()())(()(),,( 2

1

2 sxguxxxsux ++=++= ∑
=

T
m

i
iii fsgufL
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Lagrange Lagrange 함수의함수의 정의정의
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 최적화최적화 문제문제((요약요약))

� 부등호 제약 조건이 있는 최적화 문제

� Lagrange 함수(L)의 정의

),   ...  ,,()( 21 nxxxff =x
migi ,  ...  ,1     ,0)( =≤x

Minimize

Subject to

ui : 부등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 0보다 크거나 같아야 함

si : 부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변환하기 위한 완화 변수

단, 0≥iu))(()(

))(()(),,,(

2
1

2

sxgux

xxsuvx

++=

++= ∑
=

T

m

i
iii

f

sgufL
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부등호부등호 제약제약 조건에조건에 대한대한 Lagrange multiplierLagrange multiplier의의 부호가부호가
양이어야양이어야 하는하는 이유이유

2
2

2
1 )5.1()5.1()( −+−= xxf x

02)( 21 ≤−+= xxg x

Original ProblemOriginal Problem

[ ]

)2(

)5.1()5.1(
)()()  ,  ,(

2
21

2
2

2
1

2

sxxu

xx
sgufsuL

+−++

−+−=

++= xxx

Lagrange FunctionLagrange Function

Necessary Condition:Necessary Condition:

0)()( *** =∇+∇ xx guf
)()( *** xx guf ∇=−∇∴

75.0=f

5.0=f

1

2

목적 함수(f )의 감소 방향 = 제약 조건(g)의 증가 방향목적 함수(f )의 감소 방향 = 제약 조건(g)의 증가 방향

)()( *** xx guf ∇=∇−
0=g

목적 함수 감소 = 제약 조건 증가목적 함수 감소 = 제약 조건 증가

⎥
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⎤
⎢
⎣

⎡
=∇⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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=∇
1
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)(,
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)5.1(2
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1 xx g
x
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f

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
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=∇
1
1

)(Cf

C

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∇

1
1

)(Cg

0.5

0.5

0.0)(,5.0)( == CC gf

0  ,02 **2*
2

*
1 ==+−+ susxx

후보 최적점 C에서 의 의미를 살펴 보면,

1) u* > 0인 경우

2) u* < 0인 경우

5.0=g1 2

**
2

**
1 )5.1(2  ,)5.1(2 uxux =−−=−−

(1) s* = 0일 때

(2) u* = 0일 때

1,1 **
2

*
1 === uxx

1,0,5.1 2**
2

*
1 −==== suxx (제약 조건을 위배)

국부적 후보 최적점

)(xf∇ : )(xf 의 증가 방향

)(xg∇ : )(xg 의 증가 방향
Minimize
Subject to

Minimize

0)( *** =∇ ,  s,  uL x

목적 함수 감소 = 제약 조건 감소(해 없음)목적 함수 감소 = 제약 조건 감소(해 없음)



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

134

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

134/252

Lagrange Lagrange 함수의함수의 정의정의
-- 등호등호 및및 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 최적화최적화 문제문제((요약요약))

� 등호 및 부등호 제약 조건이 있는 최적화 문제

� Lagrange 함수(L)의 정의

),   ...  ,,()( 21 nxxxff =x
pihi ,  ...  ,1     ,0)( ==x
migi ,  ...  ,1     ,0)( =≤x

))(()()(

))(()()(),,,(

2
1

2

1

sxguxhvx

xxxsuvx

+++=

+++= ∑∑
==

TT

m

i
iii

p

i
ii

f

sguhvfL

Minimize

Subject to

vi : 등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 부호에 제한이 없음

ui : 부등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier로서 0보다 크거나 같아야 함

si : 부등호 제약 조건을 등호 제약 조건으로 변환하기 위한 완화 변수

단, 0≥iu
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등호등호 및및 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 문제의문제의 후보후보 최적성최적성 필요필요 조건조건
-- 쿤쿤--터커터커(Kuhn(Kuhn--Tucker) Tucker) 필요필요 조건조건

nj
x
gu

x
hv

x
f

x
L

j

i
m

i
i

j

i
p

i
i

jj

,  ...  ,1      ,0
1

*

1

* ==
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

≡
∂
∂ ∑∑

==

pih
v
L

i
i

,  ...  ,1     ,0)( * ==≡
∂
∂ x
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,  ...  ,1     ,0** ==≡
∂
∂

miui ,  ...  ,1     ,0* =≥ 여기서, 모든 함수 값 및 경사도(Gradient)는 점 에서 계산한다.
*x

∑∑
==

+++=
m

i
iii

p

i
ii sguhvfL

1

2

1
))(()()(),,,( xxxsuvx 일 때

x*가 국부적 후보 최적해라면 반드시 이 조건을
만족해야 함

즉, Kuhn-Tucker 필요 조건은 x*가 국부적
후보 최적해이기 위한 필요 조건임

따라서 등호 제약 조건 및 부등호 제약 조건을
가진 최적화 문제에 대해, 국부적 후보
최적점을 구하기 위한 조건으로 사용할 수
있음

최적화 문제

Minimize ) ,  , ,()( 21 nxxxff Λ=x
,...,pihi 1   ,0)( ==xSubject to

,...,migi 1   ,0)( ==x
등호 제약 조건

부등호 제약 조건

Lagrange 함수의 정의

Kuhn-Tucker 필요 조건: 0suvx =∇ ),,,(L
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제약제약 최적화최적화 문제문제
-- KuhnKuhn--Tucker Tucker 필요필요 조건을조건을 이용한이용한 국부적국부적 후보후보 최적해최적해 도출도출

0232 121
1

=+−=
∂
∂ uxxx
x
L

0232 212
2

=+−=
∂
∂ uxxx
x
L

0,0,06 222
2

2
1 ≥≥=+−+=

∂
∂ ussxx
u
L

02 ==
∂
∂ us

s
L

CASE #1 : 0=u

CASE #2 : 0=s
023

032

21

21

=+−
=−

xx
xx

0)(,00 2121 === **** x,xfx,x

3),(,3 *
2

*
1

*
2

*
1 −=== xxfxx

2
1,321 =−== uxx

2
5,321 −==−= uxx

2
5,321 −=−=−= uxx

2
1,321 === uxx

B

C

21
2

2
2

1 3)( xxxxf −+=x

06)( 2
2

2
1 ≤−+= xxg x

Minimize

(제약 조건을 고려하지 않아도 되는 경우)

(제약 조건의 경계 상에 해가 있는 경우)

두가지 경우가 나옴

)6(3),,( 22
2

2
121

2
2

2
1 sxxuxxxxsuL +−++−+=x

1

2

3

점 A:

A

3),(,3 *
2

*
1

*
2

*
1 −=−== xxfxx

점 B:

점 C:

점 D:

점 E:

D

E

15),(,3,3 *
2

*
1

*
2

*
1 =−== xxfxx

15),(,3,3 *
2

*
1

*
2

*
1 ==−= xxfxx
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KuhnKuhn--Tucker Tucker 필요필요 조건을조건을 이용한이용한
프로펠러의프로펠러의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 예예(1)(1)

Maximize

Subject to

Q

T
O K

KJ
⋅=

π
η

2

QP KDn
n

P
⋅⋅⋅= 52

2
ρ

π : 주기관이 전달한 토오크를 프로펠러가 흡수하는 조건

Find Pi DPJ /,

Where,

미지수 2개, 등호 제약 조건 1개인 최적화 문제

Given

)/,(
)/,(

)1(

PiQ

PiT

P

DPJfK
DPJfK

Dn
wVJ

=
=

⋅
−

=

P: 프로펠러 전달 마력

n: 프로펠러 회전수

DP: 프로펠러 직경

Pi: 프로펠러 피치

AE/AO: 프로펠러 날개 면적비

V: 선속

ηO: 프로펠러 효율

VAAnP OE ,/,,

KT와 KQ가 모두 J와 Pi/Dp의 함수이므로

목적 함수 역시 J와 Pi/Dp의 함수임
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KuhnKuhn--Tucker Tucker 필요필요 조건을조건을 이용한이용한
프로펠러의프로펠러의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 예예(2)(2)

5

2

5 2 A

Q

V
nP

J
K

C
⋅
⋅

==
πρ

(b)       0)/,( 5 ⋅⋅⋅⋅⋅=⋅−= JCKDPJG QPi

(c)      
2

)/,( 0 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅==
Q

T
Pi K

KJDPJF
π

η

주기관 전달 마력을 프로펠러가 흡수하는 경우, 그 조건은 식 (a)로부터

프로펠러 단독 효율(      )은0η

목적 함수 F는 와 J의 함수이며 따라서 식 (a)를 만족하면서 단독 효율이 최대가 되는

프로펠러 피치비(           )와 전진비(J)를 구하는 최적화 문제가 됨

(a)      
2

52 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= QP KDn
n

P ρ
π

Pi DP /
Pi DP /

: 주기관이 전달한 토오크를 프로펠러가 흡수하는 조건
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KuhnKuhn--Tucker Tucker 필요필요 조건을조건을 이용한이용한
프로펠러의프로펠러의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 예예(3)(3)

라그란지 승수 를 도입하여 식(b)와 식(c)로부터λ

(d)      )/,()/,(),/,( ⋅⋅⋅⋅⋅+= PiPiPi DPJGDPJFDPJH λλ
와 같은 함수를 정의하고 이로부터 함수 H가 최대가 되는 미정 계수 , J 및 를 결정함Pi DP / λ

(e)      0       

}5){(
})(){(

2
)(

2
1 4

2

⋅⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅−
∂

∂
+

⋅
∂
∂

−⋅
∂
∂

+=
∂
∂ JC

J
K

K

K
J

K
K

J
K

J
K
K

J
H Q

Q

T
Q

Q
T

Q

T λ
ππ

(f)      0                 

)
/

(
})

/
()

/
{(

2)/( 2

⋅⋅⋅⋅⋅=

∂

∂
+

⋅
∂
∂

−⋅
∂
∂

=
∂

∂

Pi

Q

Q

T
Pi

Q
Q

Pi

T

Pi DP
K

K

K
DP

K
K

DP
K

J
DP

H λ
π

(g)      05 ⋅⋅⋅⋅⋅=⋅−=
∂
∂ JCKH

Qλ
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KuhnKuhn--Tucker Tucker 필요필요 조건을조건을 이용한이용한
프로펠러의프로펠러의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 예예(4)(4)

식 (e), (f), (g)에서 를 소거하여 정리하면λ

(h)      0)}(5){
)/(

(

}4)(){
)/(

(

⋅⋅⋅⋅⋅=
∂

∂
⋅−

∂
∂

+

−
∂
∂

⋅
∂

∂

J
K

JK
DP

K

K
J

KJ
DP

K

Q
Q

Pi

T

T
T

Pi

Q

(i)      05 ⋅⋅⋅⋅⋅=⋅− JCKQ

식 (h), (i)의 해를 구함으로써 전달 마력을 흡수하는 최대의 효율을 갖는

피치비(           )와 전진비(J)를 구할 수 있다.Pi DP /

즉, 프로펠러 직경(       )과 피치(     )를 모두 구할 수 있다.PD iP
PDn
wVJ

⋅
−

=
)1(

이므로 J를 구하면 Dp를 구할 수 있고, 또한 Pi/Dp로부터 Pi 역시 구할 수 있다.



Ch5. Ch5. 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 기법기법 및및
응용응용 예예

5.1 2차 계획법(Quadratic Programming)
5.2 순차적 선형 계획법(Sequential Linear Programming; 
SLP)
5.3 Penalty Function 방법
5.4 순차적 2차 계획법(Sequential Quadratic Programming; 
SQP)
5.5 CSD(Constrained Steepest Descent) 방법
5.6 최적화 기법을 이용한 선박의 최적 주요 치수 결정 문제



5.1 25.1 2차차 계획법계획법
(Quadratic Programming)(Quadratic Programming)
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22차차 계획계획 문제문제(Quadratic Programming Problem)(Quadratic Programming Problem)의의 정식화정식화(1)(1)

여기서,

ii

ijijijijii

jjjj

xd

xgaxhnxfc

gbhefff

Δ=

∂∂=∂∂=∂∂=

−=−=−Δ+=

,/)(  ,/)(  ,/)(

),(  ),(  ),()(

xxx

xxxxx

라고 가정하면

Matrix form

Minimize

Subject to

)1()()1()1()1(
2
1

××××× += nnnn
T

nn
Tf dHddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

xHxxxxxx ΔΔ+Δ∇+≅Δ+ TTfff 5.0)()()(Minimize

mtojggg

ptojhhh
T

jjj

T
jjj

  1;0)()()(

  1;0)()()(

=≤Δ∇+≅Δ+

==Δ∇+≅Δ+

xxxxx

xxxxxSubject to
Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

Taylor 급수의 2차항까지 고려한 목적 함수

: 2차 형식의 목적 함수

: 선형화 된 등호 제약 조건

: 선형화 된 부등호 제약 조건
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22차차 계획계획 문제문제(Quadratic Programming Problem)(Quadratic Programming Problem)의의 정식화정식화(2)(2)

Minimize

Subject to

)1()1()1()1()1()()1()1()1(
2
1

2
1

××××××××× +=+= nn
T

nn
T

nnnn
T

nn
Tf dddcdIddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

Minimize

Subject to

H(n¯n) = I(n¯n)라고 가정해서 근사화 한다.

)1()()1()1()1(
2
1

××××× += nnnn
T

nn
Tf dHddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

H(n¯n) = I(n¯n)이므로 행렬 H(n¯n)는
양정(Positive Definite) 행렬이며,
모든 제약 조건이 선형임

이 문제는 볼록 계획(Convex Programming)
문제이며, 해가 존재하면 이는 유일한 해
(전역 최적해)임
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(1)(1)

Minimize

Subject to

)1()()1()1()1(
2
1

××××× += nnnn
T

nn
Tf dHddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

Lagrange 함수

)(

)(
2
1

)1()1()()1(

)1()1()1()1()1()()1(

)1()()1()1()1(

××××

×××××××

×××××

−+

−−++

+=

pnnp
T

p
T

nn
T

mmnnm
T

m
T

nnnn
T

nn
TL

edNv

dζbsdAu

dHddc

완화 변수로 s2을 사용할 수 있지만

Simplex 방법을 사용하기 위하여

s를 사용하고 추가 제약 조건으로

s ≥ 0을 도입함

0sbdA =+− ×××× )1()1()1()( mmnnm
T

)1( ×ms

)1( ×ms

1): 부등호 제약 조건에 대해 Lagrange 함수를 구성하기 위해 다음과 같이 완화 변수를 도입함

)1()1()1()1()1( ××××× =⇒=+−⇒≤− nnnnn dδ0δd0d 단, δ(n¯1) ≥ 0

따라서 Kuhn-Tucker의 필요 조건 중 0δζ =×× )1()1( nn
T

따라서 원래 변수의 값을 알면 완화 변수의 값을 바로 알 수 있으므로 완화 변수를 생략해도 됨

는 다음과 같이 표현할 수 있음

한편, Simplex 방법을 이용할 경우, 설계 변수 d는 음이 아니어야 함
따라서 다음과 같은 추가의 제약 조건이 필요함

0)1( ≥×nd

1)

0dζ =×× )1()1( nn
T
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(2)(2)

Lagrange 함수

Kuhn-Tucker 필요 조건:             

0vNζuAdHc
d

=+−++=
∂
∂

××××××××
×

)1()()1()1()()1()()1(
)1(

ppnnmmnnnnn
n

L

0edN
v

0bsdA
u

=−=
∂
∂

=−+=
∂
∂

×××

×

××××

×

)1()1()(

)1(

)1()1()1()(

)1(

pnnp
T

p

mmnnm
T

m

L

L

ntoidmtoisu iiii   1;0                1;0 ==== ζ

여기서, ntoidmtoisu iiii   1  ;0,  ,  1  ;0, =≥=≥ ζ

)(

)(
2
1

)1()1()()1(

)1()1()1()1()1()()1(

)1()()1()1()1(

××××

×××××××

×××××

−+

−−++

+=

pnnp
T

p
T

nn
T

mmnnm
T

m
T

nnnn
T

nn
TL

edNv

dζbsdAu

dHddc

0=∇L

이 식들은 비선형 방정식으로서
해를 구한 후 이를 만족하는지
평가하기 위한 용도로 사용됨

이 식들은 설계 변수 d에 대해
모두 선형이므로, 이 식들로부터
설계 변수 d를 구하는 문제는
등호 제약 조건만으로 이루어진
선형 계획 문제임
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(3)(3)

ntoid
mtoisu

ii

ii

  1;0
  1;0

==
==

ζ

여기서,

)1()1()1( ××× −= ppp zyv
등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier          는 부호의 제한이 없으므로 다음과 같이 표현 가능함

0vNζuAdHc
d

=+−++=
∂
∂

××××××××
×

)1()()1()1()()1()()1(
)1(

ppnnmmnnnnn
n

L

0bsdA
u

=−+=
∂
∂

××××

×
)1()1()1()(

)1(
mmnnm

T

m

L

0edN
v

=−=
∂
∂

×××

×
)1()1()(

)1(
pnnp

T

p

L

ntoidmtoisu iiii   1  ;0,  ,  1  ;0, =≥=≥ ζ

이 식들은 비선형 방정식으로서 해를 구한 후
이를 만족하는지 평가하기 위한 용도로 사용됨

이 식들은 설계 변수 d에 대해 모두 선형이므로,
이 식들로부터 설계 변수 d를 구하는 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 선형 계획 문제임

Kuhn-Tucker 필요 조건:             0=∇L

한편, Simplex 방법을 이용할 경우, 설계 변수 d는 음이 아니어야 함
따라서 다음과 같은 추가의 제약 조건이 필요함

0)1( ≥×nd

만일 설계 변수가 부호에 제한이 없는 경우에는 문제를 풀기 전에 먼저 설계 변수를 아래와 같이
변환해야 함

−
×

+
×× −= )1()1()1( nnn ddd 여기서, 0  , )1()1( ≥−

×
+

× nn dd

)1( ×pv
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(4)(4)

Kuhn-Tucker 필요 조건(행렬식 표현)
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(5)(5)

)1)(()1)222(())222()(( ×++×++++×++ = pmnpmnpmnpmn DXB

Simplex 방법을 이용한 QP 문제의 해법

Kuhn-Tucker 필요 조건(행렬식 표현)

)1)(()1)(()1)222(())222()(( ×++×++×++++×++ =+ pmnpmnpmnpmnpmn DYXB
여기서, D의 어떤 요소가 음이면 해당 식을 -1로 곱하여 양수로 만듬

3. 인위 목적 함수를 다음과 같이 정의함
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행렬 B의 j번째 열의 요소를 모두 더해 부호를 바꾼 것(상대 비용 계수)

4. Simplex 방법을 이용하여 해를 구하고 다음 식을 만족하는지 확인함

인위 목적 함수의 초기값

1. Kuhn-Tucker 필요 조건의 해를 구하는 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 부정 선형 연립
방정식의 해를 구하는 문제(선형 계획 문제)임

2. 부정 선형 연립 방정식의 해를 구하기 위하여 Simplex 방법에서 인위 변수 및 인위 목적 함수를
도입하여 초기 기저 가능해를 구하는 방법임

ntoidmtoisu iiii   1  ;0  ,  1  ;0 ==== ζ : 이 식은 비선형 방정식으로서 해를 구한 후
이를 만족하는지 평가하기 위한 용도로 사용됨
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22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이 방법방법

� Kuhn-Tucker 필요 조건을 만족하는 최적해를 직접 구하는 방법

y uisi = 0, ζixi = 0와 같은 조건을 이용하여 가능한 경우를 파악하고, 각 경우에
대해 해를 구해 최종적으로 Kuhn-Tucker 필요 조건을 만족하는 후보 최적점을
구하는 방법

y 이 방법을 이용할 경우 사람은 비교적 간단하게 해를 구할 수 있음

� Kuhn-Tucker 필요 조건을 선형 계획 문제로 변환 후 Simplex 방법을
이용하여 최적해를 구하는 방법

y Kunn-Tucker 필요 조건 중 선형의 식들만을 이용해 선형 계획 문제로 변환한 후
Simplex 방법을 이용해 해를 구하는 방법

y 해를 구한 후 이들이 Kuhn-Tucker 필요 조건 중 비선형의 식(uisi = 0, ζixi = 0)을
만족하는지 평가함

y 이 방법은 체계적으로 알고리즘화 된 방법이므로 컴퓨터로 구현할 때 유리함



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

151

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

151/252

22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 KK--T T 필요필요 조건을조건을 이용한이용한 풀이풀이(1)(1)
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* Simplex 방법을 이용할 경우, 완화 변수는 제곱 형태를 사용하지 않음
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 KK--T T 필요필요 조건을조건을 이용한이용한 풀이풀이(2)(2)

Lagrange 함수

Kuhn-Tucker 필요 조건:    
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 KK--T T 필요필요 조건을조건을 이용한이용한 풀이풀이(3)(3)
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(1)(1)
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(2)(2)
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(3)(3)
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* Simplex 방법을 이용할 경우,
완화 변수는 제곱 형태를 사용하지 않음
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(4)(4)

Kuhn-Tucker 필요 조건:

2  1;0
2  1;0

toix
toisu

ii

ii

==
==

ζ
단, 2  1;0,, toisu iii =≥ζ

Matrix 형태로 표현

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

×

×

×

×

×

×

××××

××××

)12(

)12(

)12(

)12(

)12(

)12(

)22()22()22()22(

)22()22()22()22(

b
c

s
ζ
u
d

I00A
0IAH

T

)84( ×B= )14( ×D=

)18( ×X=

)12()21(

)12()12()12()22()21(

)12()22()21()12()21(

)(
2
1

××

×××××

×××××

−

−++

+=

dζ

bsdAu

dHddc

T

TT

TTL
0ζsud =∇ ),,,(L

0ζuAdHc

d

=−++=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−+−
−−−+−

=
∂
∂

××××××

×

)12()12()22()12()22()12(

2

1

2

1

2

1

2212

1211

)12(

21
12

20
02

2
2

222
222

ζ
ζ

ζ
ζ

u
u

x
x

uux
uuxL

0bsdA

u

=−+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−−
++−−

=
∂
∂

××××

×

)12()12()12()22(

2

1

2

1

221

121

)12( 4
4

21
12

42
42

T

s
s

x
x

sxx
sxxL



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

158

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

158/252

22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(5)(5)

여기서,
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Kuhn-Tucker 필요 조건:
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(6)(6)

Kuhn-Tucker 필요 조건(행렬식 표현)

구하려는 값

X를 구하는 위 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 선형 계획 문제임

조건(비선형 방정식)은 해를 구한 후 이를

만족하는지 평가하기 위한 용도로 사용됨
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모든 요소가 음이 아니어야 함

양변에 -1을 곱함
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(7)(7)

Simplex 방법을 이용한 QP 문제의 해법

1. Kuhn-Tucker 필요 조건의 해를 구하는 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 부정 선형 연립
방정식의 해를 구하는 문제(선형 계획 문제)임

2. 부정 선형 연립 방정식의 해를 구하기 위하여 Simplex 방법에서 인위 변수 및 인위 목적 함수를
도입하여 초기 기저 가능해를 구하는 방법임

3. 인위 목적 함수는 다음과 같이 정의함
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BC : 행렬 B의 j번째 열의 요소를 모두 더해 부호를 바꾼 것(상대 비용 계수)

4. Simplex 방법을 이용하여 해를 구하고 다음 식을 만족하는지 확인함

: 인위 목적 함수의 초기값으로 행렬 D의 모든 요소를 더한 것

인위 변수

)14()14()18()84( ×××× =+ DYXB

2  1  ;0  2,  1  ;0 toixtoisu iiii ==== ζ : 이 식은 비선형 방정식으로서 해를 구한 후
이를 만족하는지 평가하기 위한 용도로 사용됨
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(8)(8)
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(9)(9)
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(10)(10)

5

한편, 이들은 제약 조건 을 모두 만족한다.

이로부터 초기 기저 가능해 중의 하나는 X1=X2=4/3, X3=X4=2/9, X5=X6=X7=X8=0

따라서 주어진 문제의 최적해는 이며,0,, 21219
2

213
4

21 ======== ssuuxx ζζ

이것은 Kuhn-Tucker 필요 조건을 이용, 해를 직접 구한 방법의 결과와 동일함을 알 수 있다.

8  1;0,4  1;04 toiXtoiXX iii =≥==+

[ ]21212121)81( ssuuxxT ζζ=×X
인위 목적 함수가 0이므로 초기 기저 가능해가 구해졌음
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(11)(11)

241000-10000021Y4

0

0

0

0

Y4

1

0

0

0

X8

1

-1

0

0

X7

1

0

-1

0

X6

4410000012Y3

0

0

0

Y3

0

1

0

Y2

0

0

1

Y1

-w-12133-5-5A. Obj.

1

-

bi/ai

20-2-120Y2

2-1-1-202Y1

biX5X4X3X2X11

2210-10-10102101Y4

0

0

0

0

Y4

1

0

0

0

X8

1

-1

0

0

X7

-3/2

1/2

-1/2

0

X6

3/231-1/20011/202Y3

0

0

0

Y3

5/2

1/2

0

Y2

0

0

1

Y1

-w-71-21/20-5A. Obj.

-

1

bi/ai

10-1-1/210X2

2-1-1-202Y1

biX5X4X3X2X12

1/2110-1-1/2-1011/25/2200Y4

0

0

0

0

Y4

1

0

0

0

X8

1

-1

0

0

X7

-3/2

1/2

-1/2

0

X6

2/511-1/2-1125/200Y3

0

0

0

Y3

5/2

1/2

0

Y2

5/2

0

1/2

Y1

-w-2-3/2-9/2-9/200A. Obj.

-

-

bi/ai

10-1-1/210X2

1-1/2-1/2-101X1

biX5X4X3X2X13

만약 첫 번째 Table에서 첫 번째 열이 아니라 목적 함수의 계수가 -5으로서 그 값이 동일한
두 번째 열을 Pivot 열로 선택한다면?
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22차차 계획계획 문제문제 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 Simplex Simplex 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이(12)(12)

1/41/51-4/5-3/53/10-14/53/5-3/109/10000Y4

0

0

0

0

Y4

1

0

0

0

X8

-4/5

-2/5

-1/5

-2/5

X7

-3/5

1/5

-2/5

1/5

X6

-2/52/5-1/5-2/52/5-4/5100X3

9/5

1/5

2/5

Y3

8/5

2/5

-1/5

Y2

7/10

-1/5

1/10

Y1

-w-1/53/10-9/10000A. Obj.

-

-

bi/ai

6/51/5-6/10010X2

7/5-1/103/10001X1

biX5X4X3X2X14

-1/45/4-1-3/43/8-5/413/4-3/89/8000X7

1

1/2

1/4

1/2

Y4

0

-1/2

-1/4

-1/2

X8

0

0

0

0

X7

0

1/2

-1/4

1/2

X6

-1/20-1/2-1/41/45/4100X3

1

0

0

Y3

1

1/4

-1/2

Y2

1

-1/8

-1/4

Y1

-w-000000A. Obj.

-

-

bi/ai

5/41/8-3/8010X2

3/2-1/43/4001X1

biX5X4X3X2X15

인위 목적 함수가 0이므로 초기 기저 가능해가 구해졌음

한편, 이들은 제약 조건 을 만족하지 않는다(X3X7 ≠0).

이로부터 또 다른 초기 기저 가능해는 X1=3/2, X2=5/4, X3=1/2, X4=X5=X6=0, X7=1/4, X8=0

따라서 이들은 주어진 문제의 최적해가 될 수 없다.

8  1;0,4  1;04 toiXtoiXX iii =≥==+

[ ]21212121)81( ssuuxxT ζζ=×X

Pivot 과정 중 선택 가능한 열 또는 행 또는 “bi/ai”의 계수가 중복인 경우,
어떤 것을 선택하느냐에 따라 다른 초기 기저 가능해가 얻어질 수 있음

비선형 방정식(ui*si=0)을 만족하는 해가 나올 때까지 모든 경우를 확인해 봐야 함
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22차차 계획계획 문제의문제의 해결을해결을 위한위한 QP ClassQP Class의의 구현구현 예예

class QP  
{
public:

QP();
virtual ~QP();

Simplex BXYD; // 선형 방정식 "BX + Y = D"를 해결하기 위한 Simplex
double** m_pH; // H를 나타내는 2차원 배열
double** m_pA; // A를 나타내는 2차원 배열
double** m_pN; // N을 나타내는 2차원 배열
double* m_pD; // 선형 방정식을 푼 결과 Search Direction을 저장한 변수
double* m_pU; // 선형 방정식을 푼 결과 부등호 제약 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한 변수
double* m_pXi; // 선형 방정식을 푼 결과 설계 변수의 양수 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한
변수
double* m_pS; // 선형 방정식을 푼 결과 부등호 제약 조건식에 대한 완화 변수를 저장한 변수
double* m_pY; // 선형 방정식을 푼 결과 등호 제약 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한 변수
double* m_pZ; // 선형 방정식을 푼 결과 등호 제약 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한 변수

void ConstructSimplexTable(); // 선형 방정식 "BX + Y = D"에 해당하는 Simplex를 구성하는 함수
int CheckEndCondition(); // QP 방법의 종료 조건을 판단(U*S = 0 & Xi*D = 0)하는 함수
int Solve(); // QP를 실행하는 함수

};



5.2 5.2 순차적순차적 선형선형 계획법계획법
(Sequential Linear Programming)(Sequential Linear Programming)
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SLP(SequentialSLP(Sequential Linear Programming)Linear Programming)

� 현재의 설계점에서 주어진 목적 함수와 제약 조건을 선형화
하여 선형 계획 문제(LP problem)로 만든 후,

� 이를 풀어 설계 변수의 변화 정도를 얻어냄으로써 더 나은
설계점을 구하는 방법

� 즉, 선형 계획 문제(Linear Programming) 문제를
연속적(Sequential)으로 풀어 최적해를 구하는 방법

)()()1( kkk dxx +=+

현재의
설계점

LP problem으로부터 구하는 설계 변수의 변화 정도개선된
설계점
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여기서,

제약제약 최적화최적화 문제의문제의 선형화선형화
(Linear Programming Problem)(Linear Programming Problem)

)()()()()( )()()( kkTkkk fff xxxxx Δ∇+≅Δ+Minimize

mtojggg

ptojhhh
kkT

j
k

j
kk

j

kkT
j

k
j

kk
j

  1;0)()()(

  1;0)()()(
)()()()()(

)()()()()(

=≤Δ∇+≅Δ+

==Δ∇+≅Δ+

xxxxx

xxxxxSubject to

Taylor 급수의 1차항(선형항)만
고려한 목적 함수

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

여기서,
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Matrix form

Minimize

Subject to

)1()1( ××= nn
Tf dc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

선형 계획 문제(Linear Problem)
Simplex 방법을 이용해 해결 가능)( )()()( k

iu
k

i
k

iliuiil xxxddd Δ≤Δ≤Δ≤≤

: 선형화 된
목적 함수

: 선형화 된
등호 제약 조건

: 선형화 된
부등호 제약 조건
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순차적순차적 선형선형 계획법계획법(SLP; Sequential Linear Programming) (SLP; Sequential Linear Programming) 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 풀이풀이 예예(1)(1)

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A
B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* =x

x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

0)(
0)(

00.1
6
1

6
1)(

13

12

2
2

2
11

≤−=
≤−=

≤−+=

xg
xg

xxg

x
x

x

Minimize

Subject to

21
2
2

2
1 3)( xxxxf −+=x

초기 시작점은 ),1,1()0( =x

최적해는 3)(),3,3( ** −== xx f

001.021 == εε 이고, 15%의 설계 변화가
허용된다고 가정
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순차적순차적 선형선형 계획법계획법 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 풀이풀이 예예(2)(2)

0)(
0)(

00.1
6
1

6
1)(

13

12

2
2

2
11

≤−=
≤−=

≤−+=

xg
xg

xxg

x
x

x

Minimize

Subject to

21
2
2

2
1 3)( xxxxf −+=x

(1) 반복 과정 1(k = 0)

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* =x

x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

(i) 단계 1

)1,0(),0,1(),,(),1,1(
01)1,1(
01)1,1(
0)1,1(

1)1,1(

323
1

3
1

1

3

2

3
2

1

−=∇−=∇=∇−−=∇

<−=
<−=

<−=
−=

gggf
g
g
g
f

제약 조건 만족

제약 조건 만족

제약 조건 만족

001.0),1,1( 21
)0( === εεx

문제에서 주어진 초기 조건으로부터

(ii) 단계 2: 목적 함수와 제약 조건 함수의 값 및 경사도 계산
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순차적순차적 선형선형 계획법계획법 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 풀이풀이 예예(3)(3)

Minimize

Subject to

21 ddf −−=

15.015.0
15.015.0

1
1

2

1

2

1

3
2

23
1

13
1

≤≤−
≤≤−

≤−
≤−

≤+

d
d

d
d

dd

(iii) 단계 3: LP 문제의 정의
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Minimize
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2
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3
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1

32

3
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gg
gf
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문제에서 주어진 설계 변수의 변화 범위(move limit)에
대한 제약 조건
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순차적순차적 선형선형 계획법계획법 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 풀이풀이 예예(4)(4)

(iv) 단계 4: LP 문제의 풀이를 통한 탐색 방향(d(0))의 결정

6 d1

d2

1 2 3 4 5-1-2

-1

-2

1

2

3

4

A B

C

d1=-1

d2=-1
d1+d2=2

2* −=f

21 ddf −−=

0.15

Minimize

Subject to

21 ddf −−=

15.015.0
15.015.0

1
1

2

1

2

1

3
2

23
1
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1

≤≤−
≤≤−

≤−
≤−

≤+

d
d

d
d

dd

오른 쪽 그림으로부터
최적해를 구하면,

15.0,15.0 21 == dd

(Simplex 방법을 이용해도 최적해를 구할 수 있음)

설계 변수의
변화 범위

(move limit)
제한
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순차적순차적 선형선형 계획법계획법 예제예제
-- 부등호부등호 제약제약 조건이조건이 있는있는 경우경우 풀이풀이 예예(5)(5)

(v) 단계 5: 수렴 기준의 검토

)001.0(212.015.015.0

)15.0,15.0(),(

2
22)0(

21
)0(

=>=+=

==

εd

d dd

이므로 수렴 기준을 만족하지 않음

(vi) 단계 6: 새로운 설계점의 결정 및 반복 횟수의 갱신

)15.1,15.1()15.0 ,15.0()1,1()0()0()1,1()1( =+=+== dxxx

11=+= kk

)001.0(212.0 2
)1( =>= εd

탐색 방향의 크기와 관련된 수렴 기준

아직 아래와 같은 수렴 기준을 만족하지 않으므로
위와 유사한 과정을 반복적으로 수행한다.
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SLP(SequentialSLP(Sequential Linear Programming) Linear Programming) 알고리즘의알고리즘의 요약요약

� 단계 1: k=0으로 둔다. x(0)으로 설계 변수의 초기값을 추정한다. 또한 제약 조건의
위배 정도와 수렴 기준으로 작은 수 ε1, ε2의 적절한 초기값을 선정한다.

� 단계 2: x(k)에서 목적 함수, 제약 조건과 이들의 경사도(gradient)를 계산한다.

� 단계 3: x(k)의 변화 범위(move limit) Δxil
(k), Δxiu

(k)를 적절히 선정하고, 선형 계획
문제를 수학적으로 정의한다. 즉,

� 단계 4: 앞서 정의된 선형 계획 문제를 Simplex 방법으로 풀어 d(k)를 구한다.

� 단계 5: 수렴 여부를 확인한다. 즉, gi ≤ ε1(i = 1 to m), |hi| ≤ ε1 (i = 1 to p), 그리고
⎜⎜d(k)⎜⎜≤ ε2인지 확인하여 그렇다면 현재의 x(k)가 최적해라고 가정하고 종료한다. 
그렇지 않다면 다음 단계로 간다.

� 단계 6: 새로운 설계 변수 x(k+1) = x(k) + Δx(k)로, 반복 횟수 k = k+1로 수정하고 단계
2로 간다.

)()()( k
iu

k
i

k
il xxx Δ≤Δ≤Δ
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SLP SLP 방법의방법의 한계점한계점

� 설계 변수의 변화 범위(move limit)을 사용자가 주어야 함

� 설계 변수의 변화 범위가 작을 경우 최적해를 찾는 데에 많은 시간이
소요됨

� 반면, 설계 변수의 변화 범위가 클 경우 최적해를 못 찾을 수도 있음

)(xf

x)1( +nx)(nx
)2( +nx

원래의 목적 함수

선형화 된 목적 함수 선형화 된 목적 함수

개선된 해를 찾지 못하고
진동(oscillation)함



5.3 Penalty Function 5.3 Penalty Function 방법방법
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제약제약 최적화최적화 문제를문제를 비제약비제약 최적화최적화 문제로문제로 변환하는변환하는 방법방법(1)(1)

))(()()(),,,( 2sxguxhvxsuvx +++= TTfL

제약 최적화 문제

Minimize )(xf
0xh =)(Subject to

0xg ≤)(
등호 제약 조건

부등호 제약 조건

Lagrange 함수를 이용한 비제약 최적화 문제로의 변환

1) 현재의 설계점에서 제약 조건을 만족하는 경우

0xh =)(등호 제약 조건의 경우:

부등호 제약 조건의 경우: 0u =

따라서 )())(()()(),,,( 2 xsxguxhvxsuvx ffL TT ⇒+++= 제약 조건을 만족할 때
Lagrange 함수가
원래의 목적 함수와 동일함

(설계점이 제약 조건의 경계에 있지 않을 때)

0xg0s =⇒= )( (설계점이 제약 조건의 경계 상에 있을 때)

2) 현재의 설계점에서 제약 조건을 위배하는 경우

0xhv ≠)(T등호 제약 조건의 경우:

부등호 제약 조건의 경우: 0sxgu >+ ))(( 2T

따라서 )())(()()(),,,( 2 xsxguxhvxsuvx ffL TT >+++=
제약 조건을 위배할 때 원래의 목적 함수에 양의 벌칙 값을 더한 것

국부적 후보 최적성 조건인 ∇L=0으로부터 u, v를 계산해야 함
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제약제약 최적화최적화 문제를문제를 비제약비제약 최적화최적화 문제로문제로 변환하는변환하는 방법방법(2)(2)

제약 최적화 문제

Minimize
Subject to 등호 제약 조건

부등호 제약 조건

Penalty 함수를 이용한 비제약 최적화 문제로의 변환
1968년 Fiacco와 McCormick에 의해 제안됨

f(x) = αx

Optimum x*

rk < rk+1

x

Φ, f

φ(x, r1)

x = β0

φ(x, r2)

φ(x, r3)

r1 is too slow

g(x) = 0

g(x) < 0

g(x) > 0

}),(max{)(),( 0xgrxrx T
kk f +=Φ

여기서, rk는 문제에서 주어지는 양의 상수로서
Iteration이 진행될수록 그 값이 커짐

1) 현재의 설계점에서 제약 조건을 만족하는 경우

)(
}),(max{)(),(

}),(max{)(

x
0xgrxrx

00xg0xg

f
f T

kk

⇒
+=Φ⇒

=⇒≤

2) 현재의 설계점에서 제약 조건을 위배하는 경우

)()()(

}),(max{)(),(

)(}),(max{)(

xxgrx

0xgrxrx

xg0xg0xg

ff

f
T

k

T
kk

>+=

+=Φ⇒

=⇒>

제약 조건을 만족할 때 Penalty 함수가
원래의 목적 함수와 동일함

제약 조건을 위배할 때
원래의 목적 함수에 양의 벌칙 값을 더한 것

)(xf
0xh =)(
0xg ≤)(
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제약제약 최적화최적화 문제를문제를 비제약비제약 최적화최적화 문제로문제로 변환하는변환하는 방법방법(3)(3)

제약 최적화 문제

Minimize
Subject to 등호 제약 조건

부등호 제약 조건

Pshenichny의 강하 함수를 이용한 비제약 최적화 문제로의 변환
1978년 Pshenichny와 Danilin에 의해 제안됨

여기서,

1) 현재의 설계점에서 제약 조건을 만족하는 경우

)()()()(
0)(0)(

xxxx
xx

fVRf
VRV

⇒⋅+=Φ⇒
=⋅⇒=

2) 현재의 설계점에서 제약 조건을 위배하는 경우

)()()()(
0)(

xxxx
x

fVRf
VR

>⋅+=Φ⇒
>⋅

제약 조건을 만족할 때 강하 함수가
원래의 목적 함수와 동일함

제약 조건을 위배할 때
원래의 목적 함수에 양의 벌칙 값을 더한 것

)()()( xxx VRf ⋅+=Φ },max{ 0 uv += RR
};;0max{)( ghx =V

: 벌칙 매개 변수로서 모든 Lagrange multiplier의 합

: 현재의 설계점에서의 최대 제약 조건 위배 값

)(xf
0xh =)(
0xg ≤)(
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Penalty Function Penalty Function 방법방법
-- Internal Penalty Function Internal Penalty Function 방법방법

� 제약 조건에 다가가게 되면 목적 함수에 Penalty 항 부과

� 초기 시작점이 반드시 가능해 영역(feasible region)에 있어야
함

∑
=

−=Φ
m

j j
kk g

rfr
1 )(

1)(),(
x

xx

f(x) = αx
Optimum x*

rk > rk+1

x

φ(x, r3)
φ(x, r2)
φ(x, r1)

φ1
*

φ2
*

φ3
*

x = β0

gj(x) = 0
gj(x) < 0

gj(x) > 0

∑
= −

−=Φ
m

j
kk rr

1

1),(
x

xx
β

α

Φ, f
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Penalty Function Penalty Function 방법방법
-- External Penalty Function External Penalty Function 방법방법

� 제약 조건이 위배되었을 때만 목적 함수에 Penalty 항 부과

∑
=

+=Φ
m

j
jkk grfr

1

)0),(max()(),( xxx

f(x) = αx

Optimum x*

rk < rk+1

x

φ(x, r1)

x = β0

φ(x, r2)

φ(x, r3)

r1 is too slow

gj(x) = 0

gj(x) < 0

gj(x) > 0

)0,max(),( xxx −+=Φ βα kk rr

Φ, f



5.4 5.4 순차적순차적 22차차 계획법계획법
(Sequential Quadratic (Sequential Quadratic 
Programming)Programming)
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순차적순차적 22차차 계획법계획법(SQP; Sequential Quadratic Programming)(SQP; Sequential Quadratic Programming)

� 현재의 설계점에서 주어진 목적 함수와 제약 조건을 2차 계획 문제(2차
함수 형태의 목적 함수와 선형 함수 형태의 제약 조건을 가진 문제)로 만든
후,

� 이를 해결하여 탐색 방향(search direction)을 구하고,
� 목적 함수를 최소화하는 최적의 이동 거리(step size)를 찾아 더 나은

설계점을 구하는 방법

� 즉, 이차 계획 문제(Quadratic Programming) 문제를
연속적(Sequential)으로 풀어 최적해를 구하는 방법

)()()1( k
k

kk dxx α+=+

현재의
설계점

2차 계획 문제로부터 구한 탐색 방향개선된
설계점

탐색 방향으로 목적 함수를 최소화하는 최적의 이동 거리
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비선형비선형 최적화최적화 문제를문제를
22차차 계획계획 문제문제(Quadratic Programming)(Quadratic Programming)로의로의 변환변환

xxxxx Δ∇+≅Δ+ )()()( TfffMinimize

mtojggg

ptojhhh
T

jjj

T
jjj

  1;0)()()(

  1;0)()()(

=≤Δ∇+≅Δ+

==Δ∇+≅Δ+

xxxxx

xxxxxSubject to
Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 목적 함수

Minimize
Subject to

)(xf

mtojg

ptojh

j

j

  1;0)(

  1;0)(

=≤

==

x

x

비선형 최적화 문제

선형 계획(Linear Programming; LP) 문제

xHxxxxxx ΔΔ+Δ∇+≅Δ+ TTfff 5.0)()()(Minimize

mtojggg

ptojhhh
T

jjj

T
jjj

  1;0)()()(

  1;0)()()(

=≤Δ∇+≅Δ+

==Δ∇+≅Δ+

xxxxx

xxxxxSubject to
Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

Taylor 급수의 2차항까지 고려한 목적 함수

2차 계획(Quadratic Programming; QP) 문제
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22차차 계획계획 문제문제(Quadratic Programming Problem)(Quadratic Programming Problem)의의 정식화정식화

Matrix form

Minimize

Subject to

)1()()1()1()1(
2
1

××××× += nnnn
T

nn
Tf dHddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

xHxxxxxx ΔΔ+Δ∇+≅Δ+ TTfff 5.0)()()(Minimize

mtojggg

ptojhhh
T

jjj

T
jjj

  1;0)()()(

  1;0)()()(

=≤Δ∇+≅Δ+

==Δ∇+≅Δ+

xxxxx

xxxxxSubject to
Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

Taylor 급수의 2차항까지 고려한 목적 함수

여기서,

ii

ijijijijii

jjjj

xd

xgaxhnxfc

gbhefff

Δ=

∂∂=∂∂=∂∂=

−=−=−Δ+=

,/)(  ,/)(  ,/)(

),(  ),(  ),()(

xxx

xxxxx

라고 가정하면

: 2차 형식의 목적 함수

: 선형화 된 등호 제약 조건

: 선형화 된 부등호 제약 조건
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22차차 계획계획 문제의문제의 정식화정식화((요약요약))

( )∑∑
==

+=
n

i
i

n

i
ii ddcf

1

2

1

5.0Minimize

mtojbda

ptojedn

ji

n

i
ij

ji

n

i
ij

  1;

  1;

1

1

=≤

==

∑

∑

=

=

Subject to

Matrix form

Minimize

Subject to

)1()1()1()1( 5.0 ×××× += nn
T

nn
Tf dddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN



5.5 5.5 CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Steepest 
Descent) Descent) 방법방법
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설계점

현재의
설계점

CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법방법
-- PshenichnyPshenichny의의 강하강하 함수함수

Minimize ) ,  , ,()( 21 nxxxff Λ=x
,...,pihi 1   ,0)( ==xSubject to

,...,migi 1   ,0)( ==x
등호 제약 조건

부등호 제약 조건

최적화 문제

Pshenichny의 강하 함수

)()()( )()()( kkk VRf xxx ⋅+=Φ

여기서, R은 양의 상수로 가장 최근의 벌칙 매개 변수(Penalty Parameter, 초기에 사용자에 의해 명시됨)
V(x)는 최대 제약 조건 위배 값이며 0보다 크거나 같은 값으로 제약 조건을 모두 만족하는 경우는 0

)(
1

)(

1

)( ∑∑
==

+=≥
m

i

k
i

p

i

k
ik uvrR

모든 Lagrange multiplier의 합

},,,;,,,;0max{)( 2121
)(

mp
k ggghhhV ΛΛ=x

새로운 해의 결정

)()()1( k
k

kk dxx α+=+
현재의 설계점보다 강하 함수의 값을 더 감소시키는 새로운 설계점을 다음과 같이 결정

탐색 방향으로 강하 함수를 최대로 감소시킬 수 있는 이동 거리(Step Size)
(1차원 탐색 방법을 이용, 예, 황금 분할 방법)

강하 함수를 감소시키는 탐색 방향(2차 계획 문제를 풀어서 구함)

모든 제약 조건을 만족하면 이 값은 0
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탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 정식화정식화(1)(1)

여기서,

ii

ijijijijii

jjjj

xd

xgaxhnxfc

gbhefff

Δ=

∂∂=∂∂=∂∂=

−=−=−Δ+=

,/)(  ,/)(  ,/)(

),(  ),(  ),()(

xxx

xxxxx

라고 가정하면

Matrix form

Minimize

Subject to

)1()()1()1()1(
2
1

××××× += nnnn
T

nn
Tf dHddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

xHxxxxxx ΔΔ+Δ∇+≅Δ+ TTfff 5.0)()()(Minimize

mtojggg

ptojhhh
T

jjj

T
jjj

  1;0)()()(

  1;0)()()(

=≤Δ∇+≅Δ+

==Δ∇+≅Δ+

xxxxx

xxxxxSubject to
Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

Taylor 급수의 2차항까지 고려한 목적 함수

: 2차 형식의 목적 함수

: 선형화 된 등호 제약 조건

: 선형화 된 부등호 제약 조건
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탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 정식화정식화(2)(2)

Minimize

Subject to

)1()1()1()1()1()1()1()1()1(
2
1

2
1

××××××××× +=+= nn
T

nn
T

nnn
T

nn
Tf dddcdIddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

Minimize

Subject to

H(n¯n) = I(n¯n)라고 가정해서 근사화 한다.

)1()()1()1()1(
2
1

××××× += nnnn
T

nn
Tf dHddc

)1()1()(

)1()1()(

×××

×××

≤

=

mnnm
T

pnnp
T

bdA

edN

H(n¯n) = I(n¯n)이므로 행렬 H(n¯n)는
양정(Positive Definite) 행렬이며,
모든 제약 조건이 선형임

이 문제는 볼록 계획(Convex Programming)
문제이며, 해가 존재하면 이는 유일한 해
(전역 최적해)임
이 문제를 Simplex 방법을 이용하여 풀 경우

설계 변수 d는 음이 아니어야 함

(설계 변수가 부호에 제한이 없는 경우
문제를 풀기 전에 먼저 d = d+ - d-로 변환해야 함)
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시행 이동 거리

이동이동 거리의거리의 결정결정

강하 조건을 검토하기 위한 시행 설계점

AjtAt j
j

k
j

kjk   ..., ,2 ,1 ,0  ;)(  , 2
1)()(),1( ==+=+ dxx

강하 조건

kj
kjkjk

kj
kjk

tVRf

t

β

β

−Φ≤⋅+⇒

−Φ≤Φ
++

+

)()()(

)()(
)(),1(),1(

)(),1(

xxx

xx

여기서,

)()()1( k
k

kk dxx α+=+
개선된 설계점을 구하기 위해 αk를 얼마로 해야 하는가?

αk를 변경시켜 가면서 현재의 설계점보다 강하 함수를 감소시키는 설계점을 찾음
(황금 분할법과 같은 1차원 탐색 방법 이용 가능)

시행 설계점

시행 이동 거리(tj) 중 아래의 조건을 제일 먼저 만족시키는 것을 최종 이동 거리(αk)라 가정하고,
이때의 시행 설계점을 개선된 설계점이라고 결정함

10 ,
2)( <<= γγβ k

k d

현재의 설계점에서의
강하 함수 값

시행 설계점에서의
강하 함수 값

10 << γγ 는 인 상수

현재의 설계점에서의 강하 함수 값에서
양수의 값(일종의 마진)을 더 뺀 값보다
강하 함수 값이 더 작은 설계점을 구하기
위한 조건

: 설계점의 최대 변화 정도를 결정하는 양의 상수
(예, 10)

여기서는 다음과 같은 간단한 방법을 이용하여 이동 거리를 구하기로 함
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(1)(1)

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A
B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* =x

x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

0)(
0)(

00.1
6
1

6
1)(

13

12

2
2

2
11

≤−=
≤−=

≤−+=

xg
xg

xxg

x
x

x

Minimize

Subject to

21
2
2

2
1 3)( xxxxf −+=x

초기 시작점은 ),1,1()0( =x

최적해는 3)(),3,3( ** −== xx f

이때 Lagrange multiplier는

)0,0,3(* =u

1,001.0,5.0,10 210 ===== AR εεγ
이라 가정
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(2)(2)

0)(
0)(

00.1
6
1

6
1)(

13

12

2
2

2
11

≤−=
≤−=

≤−+=

xg
xg

xxg

x
x

x

Minimize

Subject to

21
2
2

2
1 3)( xxxxf −+=x

(1) 반복 과정 1(k = 0)

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* =x

x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

(i) 단계 1: 강하 함수(descent function)의 정의

)1,0(),0,1(),,(),1,1(
01)1,1(
01)1,1(
0)1,1(

1)1,1(

323
1

3
1

1

3

2

3
2

1

−=∇−=∇=∇−−=∇

<−=
<−=

<−=
−=

gggf
g
g
g
f

제약 조건 만족

제약 조건 만족

제약 조건 만족

kkk VRf ⋅+=Φ

001.0,5.0,10),1,1( 210
)0( ===== εεγRx

문제에서 주어진 초기 조건으로부터

(ii) 단계 2: 최대 위배 제약 조건 값의 계산

},,,;,,,;0max{)( 2121 mp
k ggghhhV ΛΛ=x

0}1,1,;0max{ 3
2

0 =−−−=V

로부터
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(3)(3)

Minimize

Subject to

)(5.0)( 2
2

2
121 ddddf ++−−=

1
1
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3
2

23
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1
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≤−

≤+

d
d

dd

(iii) 단계 3: QP 문제의 풀이를 통한 탐색 방향(d(0))의 결정
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Minimize

Subject to
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Lagrange 함수

Kuhn-Tucker 필요 조건:

1
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3
)0,0,0(),,(
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)0(
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dd
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d
최적해를 구하면

)1,0(),0,1(
),,(),1,1(

1)1,1(,1)1,1(
,)1,1(,1)1,1(

32
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3
1

1

32
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gg
gf

gg
gf

* Simplex 방법을 이용해도
최적해를 구할 수 있음

(뒤에서 설명함)

0sud =∇ ),,(L

1  ,1 2211 −=−= xdxd
여기서, 
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(4)(4)

(iv) 단계 4: 수렴 기준의 검토

)001.0(2

)1,1(),(

2
)0(

21
)0(

=>=

==

εd

d dd

이므로 수렴 기준을 만족하지 않음

(v) 단계 5: 벌칙 매개 변수 R의 계산
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)()0,0,0(),,( 321
)0( == uuuu 이고 로부터 ∑

=

==
m

i
iur

1

)0(
0 0

따라서 10}0,10max{},max{ 00 === rRR

(vi) 단계 6: 탐색 방향(d(0))으로 강하 함수를 최소화 하는 이동 거리의 계산

이동 거리를 결정하기 위해 황금 분할법을 이용해도 되나 여기서는 간단한 선 탐색법을 이용하기로 함

kkk VRf ⋅+=Φ 로부터
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−=⋅+−=⋅+=Φ

dγβ

VRf
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(5)(5)

시행 이동 거리 이라 가정하고 아래의 시행 설계점에 대해 강하 함수를 계산하면 다음과 같다.10 =t
(vi) 단계 6: 탐색 방향(d(0))으로 강하 함수를 최소화 하는 이동 거리의 계산

)2,2()1,1(11)1,1()0(
0

)0()0,1( =⋅⋅+=⋅⋅+= dxx tA

3
2

3
1

0,10,10,1

3
1

3
1)0,1(

0,1

23
)0,1(

3

12
)0,1(

2

3
12

26
12

16
1

1
)0,1(

1

0,1
)0,1(

0,1

)()10(4

}2,2,;0max{)(

2)2,2()(

2)2,2()(

1)2,2()(

4)2,2()(

−=⋅+−=⋅+=Φ

=−−==

−=−==

−=−==

=−+==

−==

VRf

VV

xgg

xgg

xxgg

ff

x

x

x

x

x

한편, 2)1()1(1000 −=⋅−−=−Φ βt

)2()( 0003
2

0,1 −=−Φ>−=Φ βt 이므로 강하 조건은 만족되지 않는다. 

로부터

따라서 이동 거리를 반으로 줄여서 강하 조건을 다시 검토한다.
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(6)(6)

시행 이동 거리 라 가정하고 아래의 시행 설계점에 대해 강하 함수를 계산하면 다음과 같다.5.01 =t
(vi) 단계 6: 탐색 방향(d(0))으로 강하 함수를 최소화 하는 이동 거리의 계산

)5.1,5.1()1,1(5.01)1,1()0(
1

)0()1,1( =⋅⋅+=⋅⋅+= dxx tA

25.2)0()10(25.2
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5.1)5.1,5.1()(

5.1)5.1,5.1()(
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4
1)1,1(
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23
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3
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)1,1(

2

4
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26
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16
1

1
)1,1(

1

1,1
)1,1(
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−=⋅+−=⋅+=Φ
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−=−==

−=−==

−=−+==

−==

VRf
VV

xgg

xgg

xxgg

ff

x

x

x

x

x

한편, 5.1)1()5.0(1010 −=⋅−−=−Φ βt

)5.1()25.2( 0101,1 −=−Φ<−=Φ βt 이므로 강하 조건은 만족된다.

로부터

따라서

)5.1,5.1()1,1(5.01)1,1()0(
1

)0,0()0(
0

)0,0()1,1()1( =⋅⋅+=⋅⋅+=+== dxdxxx tAα
5.010 == tα 이고

이다.

1 2 3 4

1

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

x(1) = (1.5, 1.5)

(vii) 단계 7: 벌칙 매개 변수 및 반복 횟수의 갱신 11,101 =+=== kkRR

2

3

4
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(7)(7)

(2) 반복 과정 2(k = 1)

(ii) 단계 2: 최대 위배 제약 조건 값의 계산

이전 단계로부터

)5.1,5.1()1,1( =x

0}5.1,5.1,;0max{)(

5.1)5.1,5.1()(

5.1)5.1,5.1()(

1)5.1,5.1()(
25.2)5.1,5.1()(

4
1)1(

1

23
)1,1(

3

12
)1,1(

2

4
12

26
12

16
1

1
)1,1(

1

)1,1(

=−−==

−=−==

−=−==

−=−+==

−==

x

x

x

x
x

VV

xgg

xgg

xxgg
ff

)1,0(),0,1(),5.0,5.0(),()(

)5.1,5.1()32,32()(

3223
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1

1221
)1(

−=∇−=∇==∇

−−=−−=∇

ggxxg

xxxxf

x

x
한편,

제약 조건 만족

제약 조건 만족

제약 조건 만족



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

200

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

200/252

CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(8)(8)

Minimize

Subject to

)(5.0)5.15.1( 2
2

2
121 ddddf ++−−=
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5.05.0
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4
1
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≤+

d
d

dd

(iii) 단계 3: QP 문제의 풀이를 통한 탐색 방향(d(1))의 결정
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Lagrange 함수
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(9)(9)

Lagrange 함수
점 B: u1=u2=s3=0일 때

3,25.0,3,5.1,5.1 21321 ±=±=−=−== ssudd
점 C: u1=s2=u3=0일 때

3,25.0,3,5.1,5.1 31221 ±=±=−==−= ssudd
점 D: u1=s2=s3=0일 때

75.1,3,5.1,5.1 13221 ±=−==−=−= suudd

점 F: s1=s2=u3=0일 때

5.3,5.3,1,2,5.1 32121 ±=−=−==−= suudd

점 D: s1=s2=s3=0일 때

)0(75.1,5.1,5.1 121 ≠±=−=−= sdd

점 G: s1=u2=s3=0일 때

5.3,5.3,1,5.1,2 23121 ±=−=−=−== suudd

음수여서 안됨

음수여서 안됨

음수여서 안됨

음수여서 안됨

음수여서 안됨

(iii) 단계 3: QP 문제의 풀이를 통한
탐색 방향(d(1))의 결정

점 A: s1=u2=u3=0일 때

75.1,5.2,25.0 32121 ±===== ssudd 최적해

점 E: u1=u2=u3=0일 때

3,25.1,5.1 32
2
121 ±==−=== sssdd

음수여서 안됨
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(10)(10)

(iv) 단계 4: 수렴 기준의 검토

)001.0(3535.025.025.0

)25.0,25.0(),(

2
22)1(

21
)1(

=>=+=

==

εd

d dd

이므로 수렴 기준을 만족하지 않음

(v) 단계 5: 벌칙 매개 변수 R의 계산

∑∑
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k
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k
ik uvr
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1

)()0,0,5.2(),,( 321
)1( == uuuu 이고 로부터 ∑

=

==
m

i
iur

1

)1(
1 5.2

따라서 10}5.2,10max{},max{ 11 === rRR

(vi) 단계 6: 탐색 방향(d(1))으로 강하 함수를 최소화 하는 이동 거리의 계산

이동 거리를 결정하기 위해 황금 분할법을 이용해도 되나 여기서는 간단한 선 탐색법을 이용하기로 함

kkk RVf +=Φ 로부터

0625.0)25.025.0(5.0

25.2)0()10(25.2
2222)1(

1

111

=+⋅==

−=⋅+−=⋅+=Φ

dγβ
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(11)(11)

시행 이동 거리 이라 가정하고 아래의 시행 설계점에 대해 강하 함수를 계산하면 다음과 같다.10 =t
(vi) 단계 6: 탐색 방향(d(1))으로 강하 함수를 최소화 하는 이동 거리의 계산
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)1()0,2( =⋅⋅+=⋅⋅+= dxx tA
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xxgg
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x
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한편, 3125.2)0625.0()1(25.2101 −=⋅−−=−Φ βt

)3125.2()8541.2( 1010,2 −=−Φ<−=Φ βt 이므로 강하 조건은 만족된다. 

로부터
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CSD(ConstrainedCSD(Constrained Steepest Descent) Steepest Descent) 방법을방법을 이용한이용한 풀이풀이 예예(12)(12)

(vi) 단계 6: 탐색 방향(d(1))으로 강하 함수를 최소화 하는 이동 거리의 계산

따라서

)75.1,75.1(
)25.0,25.0(0.1)5.1,5.1(

)1(
0

)1,1(

)1(
1

)1,1()0,2()2(

=
⋅+=

⋅⋅+=

+==

dx

dxxx

tA

α
0.101 =⋅= tAα 이고

이다.

(vii) 단계 7: 벌칙 매개 변수 및 반복 횟수의 갱신

21,102 =+=== kkRR

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

x(2) = (1.75, 1.75)

최대 제약 조건 위배와 관련된 수렴 기준

)001.0(0208.0)( 1
)0,2(

0,2 =≥== εxVV

3)(),3,3( ** −== xx f

)001.0(3535.0 2
)1( =>= εd

탐색 방향의 크기와 관련된 수렴 기준

아직 아래와 같은 수렴 기준을 만족하지 않으므로
위와 유사한 과정을 반복적으로 수행한다.

x(1) = (1.5, 1.5)
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(1)(1)
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탐색 방향(d(0))의 결정을 위한
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(2)(2)

0)12(

)13()12()23(

≥

≤

×

×××

d

bdAT

Minimize

Subject to

)(5.0)( 2
2

2
121 ddddf ++−−=

1
1

2

1

3
2

23
1

13
1

≤−
≤−

≤+

d
d

dd

Minimize

Subject to

여기서,

Matrix 형태로 표현
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(3)(3)

Matrix 형태로 표현
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(4)(4)

Kuhn-Tucker 필요 조건:

3  1;0 toisu ii == 단, 3  1;0, toisu ii =≥

0sud =∇ ),,(L

−
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+
×× −= )12()12()12( ddd

한편, 설계 변수 d는 부호의 제한이 없으므로

Simplex 방법을 이용하기 위해 다음과 같이 표현해야 함
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(5)(5)
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(6)(6)

)15()110()105( ××× = DXB

Kuhn-Tucker 필요 조건(행렬식 표현)

X를 구하는 위 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 선형 계획 문제임

조건(비선형 방정식)은 해를 구한 후 이를 만족하는지

평가하기 위한 용도로 사용됨
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(7)(7)

Simplex 방법을 이용한 QP 문제의 해법

1. Kuhn-Tucker 필요 조건의 해를 구하는 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 부정 선형 연립
방정식의 해를 구하는 문제(선형 계획 문제)임

2. 부정 선형 연립 방정식의 해를 구하기 위하여 Simplex 방법에서 인위 변수 및 인위 목적 함수를
도입하여 초기 기저 가능해를 구하는 방법임

3. 인위 목적 함수는 다음과 같이 정의함
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BC : 행렬 B의 j번째 열의 요소를 모두 더해 부호를 바꾼 것(상대 비용 계수)

4. Simplex 방법을 이용하여 해를 구하고 다음 식을 만족하는지 확인함

: 인위 목적 함수의 초기값으로 행렬 D의 모든 요소를 더한 것

)15()15()110()105( ×××× =+ DYXB
인위 변수

3  1;0 toisu ii == : 이 식은 비선형 방정식으로서 해를 구한 후
이를 만족하는지 평가하기 위한 용도로 사용됨
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(8)(8)
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Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(9)(9)
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한편, 이들은 제약 조건 을 모두 만족한다.

Simplex Simplex 방법을방법을 이용이용,,
탐색탐색 방향을방향을 결정하기결정하기 위한위한 22차차 계획계획 문제의문제의 풀이풀이(10)(10)
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인위 목적 함수가 0이므로
초기 기저 가능해가 구해졌음

이로부터 초기 기저 가능해 중의 하나는 X1=1, X2=1, X3=X4=X5=X6=X7=X8=0, X9=X10=2

따라서 주어진 문제의 최적해는 이며,2,0,0,1 32132121 ======== sssuuudd
01  1;0,7  5;03 toiXtoiXX iii =≥==+

이것은 Kuhn-Tucker 필요 조건을 이용, 해를 직접 구한 방법의 결과와 동일함을 알 수 있다.

[ ]3213212121)101( sssuuuddddT −−++
× =X

Pivot 과정 중 선택 가능한 열 또는 행 또는 “bi/ai”의 계수가 중복인 경우,
어떤 것을 선택하느냐에 따라 다른 초기 기저 가능해가 얻어질 수 있음

비선형 방정식(ui*si=0)을 만족하는 해가 나올 때까지 모든 경우를 확인해 봐야 함
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CSD CSD 알고리즘의알고리즘의 Flow DiagramFlow Diagram
주어진 설계점 x(k)에 대해

탐색 방향 d(k) 및 Lagrange multiplier를 구하기
위한 2차 계획 문제를 구성함

Lagrange 함수 및 K-T 필요 조건을 이용해
2차 계획 문제의 해(탐색 방향 d(k) 및 Lagrange 

multiplier)를 구함

주어진 설계점과 앞서 구한 탐색 방향에 적절한
step size를 곱해 다음의 설계점을 구함

x(k+1) = x(k) + αk¯d(k)

주어진 설계점과 다음의 설계점에서의
강하 함수의 값을 비교함

If Φ(x(k+1)) < Φ(x(k)) - αkβk

k = k + 1

Yes

No

Step size(αk) 변경

강하 함수를
최소화 시키는
step size(αk)를

구하는 최적화 기법
(황금 분할 방법)

으로 대체할 수 있음

탐색 방향의 크기와 최대 위반 제약에 대한
수렴 조건의 만족 여부를 검사함

If ⎜⎜d(k)⎜⎜≤ ε2 and Vk≤ ε1

x* = x(k)라
두고 종료

Yes

No

이차 계획 문제를
반복적으로 품
(Sequential
Quadratic
Programming)
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CSD CSD 알고리즘의알고리즘의 요약요약

� 단계 1: k=0으로 둔다. x(0)으로 설계 변수의 초기값을 추정한다. 벌칙 매개 변수 R0, 0과 1 
사이의 상수 γ(0 < γ < 1)와 허용되는 제약 조건의 위배 정도와 수렴 기준으로 작은 수 ε1, ε2의
적절한 초기값을 선정한다. 일반적으로 R0 = 1과 γ = 0.2가 적절한 선택이다.

� 단계 2: x(k)에서 목적 함수, 제약 조건과 이들의 경사도(gradient)를 계산한다. 또한 최대 위배
제약 조건 Vk를 계산한다.

� 단계 3: 목적 함수, 제약 조건과 이들이 경사도를 이용하여 2차 계획 문제를 정의하고, 이를
풀어 탐색 방향 d(k)(= x(k+1) - x(k))와 Lagrange multiplier v(k), u(k)를 구한다.

� 단계 4: 수렴 기준 ⎜⎜d(k)⎜⎜≤ ε2을 만족하는지 확인한다. 그리고 최대 위반 제약 조건 Vk≤ ε1을
확인한다. 만일 수렴 기준을 만족하면 현재의 x(k)가 최적해라고 가정하고 종료한다. 그렇지
않다면 다음 단계로 간다.

� 단계 5: Lagrange multiplier의 합 rk를 계산하여 R = max{Rk, rk}로 둔다.

� 단계 6: 새로운 설계 변수 x(k+1) = x(k) + αkd(k)로 둔다. 여기서 α = αk는 적절한 이동 거리이다. 
이동 거리는 탐색 방향 d(k)를 따라 목적 함수(강하 함수, descent function)를 최소화 하여
구한다. 황금 분할 탐색과 같은 방법을 이동 거리를 결정하는 데 이용할 수 있다.

� 단계 7: 현재의 벌칙 매개 변수를 Rk = R로 저장한다. 반복 횟수를 k = k+1로 수정하고 단계
2로 간다.
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제약제약 최적화최적화 문제의문제의 해결을해결을 위한위한
SQPSQP--CSD ClassCSD Class의의 구현구현 예예

� Part 1: Simplex 방법
y Phase I/Phase II

� Part 2: QP(Quadratic Programming)
y 주어진 문제의 목적 함수식을 2차식으로, 제약 조건식들을 1차식으로 근사화

하여 탐색 방향을 구함

y Kuhn-Tucker 필요 조건을 이용하여, 선형 및 비선형 방정식을 구성하여 이를
풀어 탐색 방향을 구함
� 선형 방정식: Simplex 방법을 이용하여 해를 구함

� 비선형 방정식: Simplex 방법으로부터 구한 해가 이를 만족하는지 판단하는 용도로
사용함

� Part 3: SQP-CSD 방법
y SQP(Sequential Quadratic Programming): QP를 연속적(Sequential)으로 풀어

현재의 설계점에서의 탐색 방향을 구함

y CSD(Constrained Steepest Descent): 원래의 목적 함수식과 제약
조건식들로부터 강하 함수를 구성하고 이를 최소화 하는 이동 거리를 구함
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Simplex ClassSimplex Class의의 구현구현 예예

class Simplex  
{
public:

Simplex();
virtual ~Simplex();

int m_nRowNo; // Simplex Table의 행의 수(= 제약 조건식의 수)
int m_nColumnNo; // Simplex Table의 열의 수(= 원래의 설계 변수의 수 + 완화 변수의 수 + 잉여 변수의 수
+ 인위 변수의 수)
int m_nType; // Phase I, II 여부

int* m_pBDVId; // 기저 변수들의 ID
double** m_pA; // 제약 조건식에 해당하는 계수들의 집합
double* m_pB; // 제약 조건식의 값들의 집합
double* m_pC; // 목적 함수식에 해당하는 계수들의 집합
double* m_pW; // 인위 목적 함수식의 설계 변수에 대한 계수들의 집합
double m_fObj; // 목적 함수값
double m_fAObj; // 인위 목적 함수값

void InitializeSimplexTable();
int FindPivotColumn(); // Pivot Column을 결정하는 함수
int FindPivotRow(); // Pivot Row를 결정하는 함수
int Pivot(int colNo, int rowNo); // 주어진 Pivot Column과 Pivot Row로 Simplex Table의 Pivoting을 1번 수행하는 함수
int CheckEndCondition(); // Simplex 방법의 종료 조건을 판단(목적 함수식 또는 인위 목적 함수식에 해당하는
계수들이 모두 음이 아닌지 확인)하는 함수
int Solve(); // Simplex 방법을 실행하는 함수

};
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QP ClassQP Class의의 구현구현 예예

class QP  
{
public:

QP();
virtual ~QP();

Simplex BXYD; // 선형 방정식 "BX + Y = D"를 해결하기 위한 Simplex
double** m_pH; // H를 나타내는 2차원 배열
double** m_pA; // A를 나타내는 2차원 배열
double** m_pN; // N을 나타내는 2차원 배열
double* m_pD; // 선형 방정식을 푼 결과 Search Direction을 저장한 변수
double* m_pU; // 선형 방정식을 푼 결과 부등호 제약 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한 변수
double* m_pXi; // 선형 방정식을 푼 결과 설계 변수의 양수 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한
변수
double* m_pS; // 선형 방정식을 푼 결과 부등호 제약 조건식에 대한 완화 변수를 저장한 변수
double* m_pY; // 선형 방정식을 푼 결과 등호 제약 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한 변수
double* m_pZ; // 선형 방정식을 푼 결과 등호 제약 조건식에 대한 Lagrange Multipliers를 저장한 변수

void ConstructSimplexTable(); // 선형 방정식 "BX + Y = D"에 해당하는 Simplex를 구성하는 함수
int CheckEndCondition(); // QP 방법의 종료 조건을 판단(U*S = 0 & Xi*D = 0)하는 함수
int Solve(); // QP를 실행하는 함수

};
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SQPSQP--CSD ClassCSD Class의의 구현구현 예예

class SQPCSD  
{
public:

SQPCSD();
virtual ~SQPCSD();

int m_nDVNo; // 설계 변수의 수
int m_nCFNo; // 제약 조건의 수
int m_nIterationNo; // 반복 회수(k)
double m_nStepSize; // 임시 이동 거리(t)
double m_nPenaltyParameter; // 벌칙 매개 변수(R)
double* DV; // 설계 변수들을 저장한 배열

double ObjectiveFunction(int DVNo, double* DV); // 목적 함수식
void Constraints(int CFNo, double* CF); // 제약 조건식
void OFGradients(double* OFG); // 목적 함수식에 대한 Gradient Vector
void CFGradients(double** CFG); // 제약 조건식에 대한 Gradient Vector

int DetermineSearchDirection(); // SPQ 방법에 따라 탐색 방향을 결정하는 함수
double CalculatePenaltyParameter(); // 벌칙 매개 변수(R)를 계산하는 함수
double CalculateMaxConstraintsViolation() // 제약 조건의 최대 위배 값(V)을 결정하는 함수
double ConstructDescentFunction(); // 강하 함수를 구성하는 함수
int DetermineStepSize(); // CSD 방법에 따라 이동 거리를 결정하는 함수
int CheckEndCondition(); // SQP-CSD 방법의 종료 조건을 판단
int Solve(); // SQP-CSD 방법을 실행하는 함수

};



5.6 5.6 최적화최적화 기법을기법을 이용한이용한
선박의선박의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제문제
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상선의상선의 주요주요 치수치수 결정을결정을 위한위한 최적화최적화 문제문제

� 주요 치수 선정 기준(목적 함수)
y 최소 건조비 또는 최소 중량 또는 최소 운송비

� 주어진 값(선주 요구 조건)
y 재화 중량(Deadweight; DWT)
y 화물창 용적(Cargo Capacity; CCreq)
y 최대 흘수(Tmax)
y 선속(V)

� 구하는 값(설계 변수)
y 선박의 길이(Length; L)
y 선박의 폭(Breadth; B)
y 선박의 깊이(Depth; D)
y 방형 계수(Block Coefficient; CB)

� 제약 조건
y 부력x중량 평형 조건(선박의 경하 중량 추정 필요)
y 화물창 용적 요구 조건(화물창 용적 계산 필요)
y 최소 요구 건현 조건(건현 계산 필요)
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제문제

33/2

6.1

6.1

)(

)(

)(

),,,(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

NMCRCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenswB

⋅⋅⋅⋅⋅+

⋅⋅++⋅+=

⋅+⋅⋅++⋅+=

+=⋅⋅⋅⋅⋅ αρ
부력(buoyancy)-중량(displacement) 평형 조건(등호 제약 조건)

구하는 값(설계 변수) BCDBL ,,, 주어진 값(선주 요구 조건) VTTCCDWT req ),(,, max =
길이 재화 중량방형 계수폭 깊이 선속요구 화물창 용적 최대 흘수

요구되는 화물창 용적(cargo capacity) 조건(부등호 제약 조건)

DBLCCC CHreq ⋅⋅⋅≤

최소 요구 건현 조건(부등호 제약 조건)

DCTD FB ⋅+≥

목적 함수(주요 치수 선정 기준)

NMCRCCBLCCDBLCCCostBuilding maPMoPOsPS ⋅⋅+⋅⋅⋅++⋅⋅= )( 6.1

미지수 4개, 등호 제약 조건 1개, 부등호 제약 조건 2개인 최적화 문제
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(1)(1)

Minimize

Subject to * 부력(buoyancy)-중량(displacement) 평형 조건

* 최소 요구 건현 조건

Find BCDBL ,,,

* 요구되는 화물창 용적 조건

33/2

6.1

6.1

)(

)(

)(

),,,(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

NMCRCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenswB

⋅⋅⋅⋅⋅+

⋅⋅++⋅+=

⋅+⋅⋅++⋅+=

+=⋅⋅⋅⋅⋅ αρ

DBLCCC CHreq ⋅⋅⋅≤

DCTD FB ⋅+≥

NMCRCCBLCCDBLCCCostBuilding maPMoPOsPS ⋅⋅+⋅⋅⋅++⋅⋅= )( 6.1

미지수 4개, 등호 제약 조건 1개, 부등호 제약 조건 2개인 최적화 문제
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(2)(2)
-- 목적목적 함수함수

� 선박의 건조비(Building Cost) 최소

또는

� 요구 운임(RFR; Required Freight Rate, 단위 수송 화물 당 수
송 원가) 최소

또는

� 연료 소모율(Fuel Consumption) 최소

� 위 목적 함수는 L, B, D, CB의 함수(closed form)로 표현 가능
y 선박 건조비의 계산 예

NMCRCCBLCCDBLCCCostBuilding maPMoPOsPS ⋅⋅+⋅⋅⋅++⋅⋅= )( 6.1
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(3)(3)
–– 제약제약 조건조건

� 부력(Buoyancy)-중량(Displacement) 평형 조건

LWTDWTCTBL givenB +=+⋅⋅⋅⋅⋅ )1( αρ

DHP
VCad

33/2 ×Δ
= 로부터

adC
VDHP

33/2 ×Δ
=

DWTNMCRCBLCDBLC

LWTDWTCTBL

maos

givenB

+⋅+⋅⋅++⋅=

+=+⋅⋅⋅⋅⋅

)(

)1(
6.1

αρ

그런데 경하 중량(LWT; lightweight)은 선각 중량, 의장 중량, 기관부 중량으로 세분화할 수 있음

따라서 위 식은 아래와 같이 표현할 수 있음

한편, NMCR은 저항 및 마력 추정을 통해 주기관을 선정하여 결정해야 하나

초기 단계에서는 기준선의 admiralty 계수(Cad)로부터 개략적으로 추정할 수 있음

이며, 따라서

33/2
2

33/2

11 VC
C

VCDHPCNMCR
ad

×Δ⋅=
×Δ

⋅=⋅= 이며, 최종적으로

33/2

6.1

33/2
2

6.1

)(

)(

)(

),,,()1(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

VCCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenB

⋅⋅⋅⋅⋅+

⋅⋅++⋅+=

⋅Δ⋅⋅+⋅⋅++⋅+=

+=+⋅⋅⋅⋅⋅ αρ

2CCC mapower ⋅=
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(4)(4)
–– 제약제약 조건조건

y 요구되는 화물창 용적(CC; Cargo Capacity) 조건

),,,,,,,( HeightFPTERAPTB DBLLLCDBLfCC =

화물창 용적의 간이 추정 예 1

DBLCCC CH ⋅⋅⋅=

* LAPT: 선미창 길이, LER: 기관부 길이, LFPT: 선수창 길이, DBHeight: 이중저 높이

* CCH: 화물창 용적 계수

p
CH DBL

CCC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅⋅
=

기준선의 값
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(5)(5)
–– 제약제약 조건조건

y 요구되는 화물창 용적(CC; Cargo Capacity) 조건

),,,,,,,( HeightFPTERAPTB DBLLLCDBLfCC =

화물창 용적의 간이 추정 예 2

MDFPTERAPTBPCH CDBLLLLCCC ⋅⋅⋅−−−⋅= )(

* LAPT: 선미창 길이, LER: 기관부 길이, LFPT: 선수창 길이, DBHeight: 이중저 높이

AP FP
LAPT LER LH LFPT

HL화물창 길이

* CCH: 화물창 용적 계수, CMD: 갑판까지의 중앙횡단면 계수

pMDH
CH CDBL

CCC ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅

= 기준선의 값
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(6)(6)
–– 제약제약 조건조건

y 최소 요구 건현 조건

),,,( BCDBLFreeboardTD +≥

),,,,,( SheertureSuperstructureSuperstrucCDLfFreeboard HeightLengthBf=
ICLL 1966 요구 건현

최소 요구 건현은 초기 단계에서 아래와 같이 개략적으로 계산할 수 있음

실제로는 다음과 같은 식으로부터 계산을 해야 함

DCTD FB ⋅+≥
p

FB D
FreeboardC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

기준선의 값
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상선의상선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제의문제의 수학적수학적 정식화정식화(7)(7)
–– 제약제약 조건조건

y 초기 복원성 요구 조건

y 조종성 관점에서의 비만 계수(Obesity Coefficient) 요구 조건

y Watson & Gilfillan에 의한 CB 추천 값

( ) ( )222 4.0404.0 gTrBGMB π≤≤
* Tr: 횡동요 주기(Roll Period)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+−−= 2.0

6.108.0)1.03.09.0(
L

D
T
B

C
BCCTGM

M
BM

( ) 15.0≤BLCB

( )( )410023tan125.070.0 1 FnCB −+≤ −

비만 계수
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재화재화 중량중량 150,000150,000톤톤 살물선살물선((기준선기준선))의의 자료를자료를 이용한이용한
재화재화 중량중량 160,000160,000톤톤 살물선의살물선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제문제(1)(1)

F.P 및 A.P Tank 포함abt. 48,360 m3Ballast

Bunker Tank Onlyabt. 3,850 m3Fuel Oil

Totalabt. 3,960 m3Fuel Oil

Hatch Coaming 포함abt. 179,000 m3abt. 169,380 m3Cargo

Capacity

Single Hull
Double Bottom/Hopper
/Top Side Wing Tank

Single Hull
Double Bottom/Hopper
/Top Side Wing Tank

중앙 단면 형상

26,000 N/M28,000 N/MCruising Range

41.6TON/DAY NCR 기준

126.0 g/HP․HSFOCF
O
C

13,910 HP×75.2 RPMNCR

E.M = 0.915,450 HP×77.9 RPMDMCR

Derating Ratio 
= 0.917,450 HP×88.0 RPMNMCR

B&W 5S70MCTYPE

M
/
E

90 % MCR
(with 20 % SM)13.5 kts13.5 ktsSpeed

at 17.20 m160,000 ton150,960 tonDeadweight

17.20 m16.90 mTscant

17.20 m16.90 mTmld

23.20 mDmld

45.00 m45.00 mBmld

264.00 mLBP

max. 284.00 m 이내abt. 274.00 mLOA
주

요

제

원

비고설계선실적선항목

재화 중량 150,000톤 살물선(기준선)의 주요 요목
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재화재화 중량중량 150,000150,000톤톤 살물선살물선((기준선기준선))의의 자료를자료를 이용한이용한
재화재화 중량중량 160,000160,000톤톤 살물선의살물선의 최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제문제(2)(2)

재화 중량 150,000톤 살물선(기준선)의 추가 자료 및 기타 자료

0.8214방형 계수(Cb)

644.4139Admiralty 계수(Cad)

7,760기관부 비용 관련 계수(CPM)

20,256의장부 비용 관련 계수(CPO)

972.80선각 강재비 관련 계수(CPS)

6.996 m건현(Fb)

1,281 ton기관부 중량(Wm)

1,694 ton의장부 중량(Wo)

15,289 ton선각 중량(Ws)

18,269 ton경하 중량(LWT)

값항목

기타 사항

1. 추가 제약 조건으로서 “조종성 관점에서의 비만 계수 요구 조건”과 “Watson & Gilfillan에 의한 Cb 추천 값”을
고려할 것
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재화재화 중량중량 160,000160,000톤톤 살물선의살물선의
최적최적 주요주요 치수치수 결정결정 문제에문제에 대한대한 최적화최적화 결과결과

V

Tmax

Cargo Capacity

DWT 160,000tonG
I
V
E
N

179,000m3

17.2m

13.5knots

0.84200.84270.84630.84690.8476-CB

184.08

63

59,837,336

0.3618

5.7491

8.4075

24.71

45.00

264.01

HYBRID
w/o Refine

209.58

483

59,888,510

0.3724

5.8221

8.3928

24.54

45.00

265.18

MS

198.60

96

59,863,587

0.3606

5.7448

8.4305

24.68

45.00

264.71

GA

6710-Iteration No

sec

$

-

m

m

m

m

m

Unit

187.224.39CPU Time

59,831,83459,889,135Building Cost

0.36900.3890AE/AO

5.73655.8129Pi

8.39998.3260DP

24.8424.39D

45.0045.00B

263.69265.54L

HYBRID
with Refine

MFD

Minimize ship building cost

* MFD: Method of feasible directions, MS: Multi-start local optimization method, GA: Genetic algorithm, HYBRID: Global-local hybrid optimization method
* 테스트 시스템: Pentium 3 866MHz, 512MB RAM



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

234

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

234/252

Ship ClassShip Class의의 구현구현 예예(1)(1)

class Ship  
{
public:

Ship();
virtual ~Ship();

// 선주 요구 조건(Given)
double m_fDWT; // 재화 중량
double m_fCCrequirement; // 요구 화물창 용적
double m_fTmax; // 흘수
double m_fVs; // 선속 in Knots

// 선박 주요 치수(Find)
double m_fL; // 수선간 길이(LBP)
double m_fB; // 형 폭(Bmld)
double m_fD; // 형 깊이(Dmld)
double m_fCb; // 방형 계수(Block Coefficient)

double m_fCC; // 화물창 용적
double m_fFB; // 건현
double m_fDisplacement; // 배수량
double m_fLWT; // 경하 중량(Light Weight)

// 기준선 정보로부터 계산되는 변수
double m_fAppendageFactor; // Appendage Factor(1 + alpha)
double m_fCs; // 선각 중량 계수
double m_fCo; // 의장부 중량 계수
double m_fCma; // 기관부 중량 계수
double m_fCch; // 화물창 용적 계수
double m_fCfb; // 건현 계수
double m_fCps; // 건조비 추정을 위한 선각 중량 관련 계수
double m_fCpo; // 건조비 추정을 위한 의장부 중량 관련 계수
double m_fCpm; // 건조비 추정을 위한 기관부 중량 관련 계수

// 계속
};
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Ship ClassShip Class의의 구현구현 예예(2)(2)

class Ship  
{
public:

// 선박 주요 치수에 대한 상하한값
double m_fLlower, m_fLupper; // 수선간 길이에 대한 하/상한값
double m_fBlower, m_fLupper; // 형 폭에 대한 하/상한값
double m_fDlower, m_fDupper; // 형 깊이에 대한 하/상한값
double m_fCblower, m_fCbupper; // 방형 계수에 대한 하/상한값

void CalculateParentShipData(); // 기준선 정보로부터 관련 계수를 계산하는 함수
double CalculateBuildingCost(); // 건조비를 계산하는 함수
double CalculateWS(); // 선각 중량을 계산하는 함수
double CalculateWO(); // 의장부 중량을 계산하는 함수
double CalculateWM(); // 기관부 중량을 계산하는 함수
double CalculateCC(); // 화물창 용적을 계산하는 함수
double CalculateFB(); // 건현을 계산하는 함수

double BuoyancyDisplacementCondition(); // 부력-중량 평형 조건을 계산하는 함수
double CCRequirementCondition(); // 화물창 요구 조건을 계산하는 함수
double FBRequirementCondition(); // 건현 요구 조건을 계산하는 함수
double ObesityCoefficientCBCondition(); // 조종성 관점에서의 비만 계수 요구 조건
double WGCBCondition(); // Watson & Gilfillan에 의한 Cb 추천값
void DVUpperLowerCondition(int DVNo, double* CF); // 설계 변수의 상하한값에 대한 조건을 계산하는 함수

};



Ch6. Ch6. 제약제약 비선형비선형
최적화최적화 프로그램프로그램 소개소개

6.1 제약 비선형 최적화 프로그램의 구성

6.2 제약 비선형 최적화 프로그램의 사용 방법

6.3 제약 비선형 최적화 프로그램을 이용한
최적 설계 예
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6.1 6.1 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램의프로그램의 구성구성(1)(1)

� 비선형 최적화 라이브러리 ‘EzOptimizer’
y 다양한 최적화 알고리즘을 포함

y C++ 언어로 구현

y 최적화 모듈을 사용자의 프로그램에 쉽게 이식 가능

y 최적화 과정을 제어할 수 있는 다양한 옵션 지정 가능

y 헤더 파일(EzOptimizer.h)과 라이브러리
파일(EzOptimizerLibraryD.lib/EzOptimizerLibraryR.lib)로 구성

� ‘EzOptimizer’를 위한 프리-컴파일러 ‘EzPreCompiler’
y ‘EzOptimizer’의 보다 편리한 사용을 위해 개발

y 키워드(Keyword) 인식 방식

y ‘EzPreCompile’용 입력 파일을 C++ 소스 파일로 변환

y 특정 키워드에 의한 다중 최적화 블록도 처리 가능

y DOS 및 Windows 버전 개발
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* NLP: Non-Linear Programming
* 1: 노명일, 협동 최적화 방법에 의한 다분야 최적화 기법에 관한 연구, 서울대학교 조선해양공학과 석사학위논문, 2000.2
* 2: Kyu-Yeul Lee, Seon-Ho Cho, Myung-Il Roh, “An Efficient Global-Local Hybrid Optimization Method Using Design

Sensitivity Analysis”, International Journal of Vehicle Design(SCIE), Vol. 28, No. 4, pp.300~317, 2002.7

6.1 6.1 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램의프로그램의 구성구성(2)(2)

Pre-Compiler for EzOptimizer

키워드 인식 방식

DOS 및 Windows 환경 지원
EzPreCompilerEzPreCompiler

EzOptimizerEzOptimizer
Multi-Objective Hybrid NLP* Library

Method of Feasible Directions
Sequential Quadratic Programming
Sequential Linear Programming
Genetic Algorithm
Hybrid Optimization
Multi-Objective Programming 
…

내장된 최적화 알고리즘

최적화 결과최적화 결과

C++ 소스 파일C++ 소스 파일

입력 파일입력 파일
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6.2 6.2 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램의프로그램의 사용사용 방법방법

1. 사용자가 작성하는 프로그램의 디렉토리에 “EzOptimizer.h”와
“EzOptimizerD.lib”(또는 “EzOptimizerR.lib”)를 복사

2. 사용자가 작성하는 프로그램의 Source Code 상단에 다음과 같은 내용을
추가
#include “EzOptimizer.h”

3. EzOptimizer를 사용하는 프로그램 작성

4. 사용자가 작성하는 프로그램의 프로젝트 파일에 “EzOptimizerD.lib”(또는
“EzOptimizerR.lib”)를 포함

5. 사용자가 작성한 프로그램을 컴파일, 링크 후 실행



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

240

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

240/252

-2

-1

0

1

2 -2

-1

0

1

2

0

50000

100000

150000

200000

-2

-1

0

1

2

x1

f(x1, x2)

x2

6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
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6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- EzPreCompilerEzPreCompiler용용 입력입력 파일파일 작성작성

$$ EzOptimizer Start
[Optimization Method]

MFD
[Print Option]

SMALL
[Design Variables]

x1, 0.0, -2.0, 2.0 제약 조건을 설계 변수에 대한 상·하한값으로 표현

x2, 0.0, -2.0, 2.0
[Objective Function]

MINIMIZE f = (1.0+pow(x1+x2+1.0, 2.0)*(19.0-14.0*x1+3.0*pow(x1, 2.0)-
14.0*x2+6.0*x1*x2+3.0 *pow(x2, 2.0))) * (30.0+pow(2.0*x1-3.0*x2, 2.0)* 
(18.0-32.0*x1+12.0*pow(x1, 2.0)+48.0*x2-36.0*x1*x2+27.0*pow(x2, 2.0)))

$$ EzOptimizer End
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6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- EzPreCompilerEzPreCompiler에에 의해의해 자동자동 생성된생성된 C++ C++ 파일파일

EzOptimizerConfiguration MyOptimizerConfiguration00(MFD, SMALL, 2, 0, MINIMIZE);
EzOptimizer MyOptimizer00(MyOptimizerConfiguration00);

int ResultFlag = 0;
double* Design_Value = MyOptimizer00.GetDesignValueAddress();
double* Lower_Value = MyOptimizer00.GetLowValueAddress();
double* Upper_Value = MyOptimizer00.GetUpperValueAddress();
double* Objective_Value = MyOptimizer00.GetObjectiveValueAddress();

Low_Value[ 0] = -2.000000; Design_Value[ 0] = 0.000000; Upper_Value[ 0] = 2.000000;
Low_Value[ 1] = -2.000000; Design_Value[ 1] = 0.000000; Upper_Value[ 1] = 2.000000;

제약 조건을 설계 변수에 대한 상·하한값으로 표현

while ((ResultFlag = MyOptimizer00.Optimization()) == 1) {
*Objective_Value = (1.0+pow(Design_Value[0]+Design_Value[1]+1.0, 2.0)*(19.0-
14.0*Design_Value[0]+3.0*pow(Design_Value[0], 2.0)-
14.0*Design_Value[1]+6.0*Design_Value[0]*Design_Value[1] +3.0 *pow(Design_Value[1], 2.0))) * 
(30.0+pow(2.0*Design_Value0]-3.0*Design_Value[1], 2.0)* (18.0-
32.0*Design_Value[0]+12.0*pow(Design_Value[0], 2.0)+48.0*Design_Value[1]-
36.0*Design_Value[0]*Design_Value[1]+27.0*pow(Design_Value[1], 2.0)));

}

if (ResultFlag == 0) { x1 = Design_Value[ 0]; x2 = Design_Value[ 1]; f = *Objective_Value; }
else if (ResultFlag == -1) { MyOptimizer00.GetErrorMessage(); }
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6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- EzOptimizerEzOptimizer를를 이용한이용한 최적화최적화 결과결과

-

3.0000

-1.0000

0.0000

True
Solution

3633781545Iteration No

0.750.731.230.780.03CPU Time(s)

3.00003.00003.02623.000030.0000f

-1.0000-1.0000-1.0032-1.0000-0.4000x2

0.00000.00000.00810.0000-0.6000x1

HYBRID
with Refine

HYBRID
w/o Refine

GAMSMFD

* MFD: Method of feasible directions, MS: Multi-start local optimization method, GA: Genetic algorithm, HYBRID: Global-local hybrid optimization method
* 테스트 시스템: Pentium 3 866MHz, 512MB RAM

Local Minimum 

최적화 알고리즘에 따른 결과 비교

개선된 유전 알고리즘으로부터 얻어진 근사 최적점에 대해
local optimization을 수행함으로써 정확한 전역 최적해 도출
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6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- Ribbed Tray Ribbed Tray 설계설계 문제문제

Minimize ),,,,,,( hshltttstlnsnlfVolume =

Subject to )(5.22   )(0.1 maxmax MPamm ≤≤ σδ

FE Model

50 mm

70 mm

120 mm 20 mm 10 mm

10 mm

nl : No. of Longitudinal Ribs
ns : No. of Transversal Ribs
tl : Thickness of Longitudinal Ribs
ts : Thickness of Transversal Ribs
tt : Thickness of Tray
hl : Gap at Bottom of Longitudinal Ribs
hs : Gap at Bottom of Transversal Ribs

hl
hs

tl

ts

tt

E = 3.1 × 103 MPa
ν = 0.35
Surface Load on Cavity = 0.15 MPa

Objective FunctionObjective Function

ConstraintsConstraints

Design variables

* Kyu-Yeul Lee, Seon-Ho Cho, Myung-Il Roh, “An Efficient Global-Local Hybrid Optimization Method Using Design
Sensitivity Analysis”, International Journal of Vehicle Design(SCIE), Vol. 28, No. 4, pp.300~317, 2002.7
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* MFD: Method of feasible directions, MS: Multi-start local optimization method, GA: Genetic algorithm, HYBRID: Global-local hybrid optimization method
* 테스트 시스템: Pentium 3 866MHz, 512MB RAM

0 5 10 15 20 25
42000

44000

46000

48000

50000

52000

54000
 MFD
 Conventional GA
 Proposed Method (w/o Refinement)

O
bj

ec
tiv

e 
Fu

nc
tio

n 
Va

lu
e

Generation(Iteration) Number

6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- Ribbed Tray Ribbed Tray 문제에문제에 대한대한 최적화최적화 결과결과(1)(1)

Volume

ns
nl

Iteration No

Unit
HYBRID

w/o Refine with Refine

ts
tl

tt

mm3

mm

MFD

47,370.662
4

1.307021
1.313513
1.067905

8

45,236.305 43,520.642
3

1.199413
1.355816
1.156403

26

42,507.595
4

1.332356
1.025415

1.007820

20 25

4

1.327935
1.008237

0.995354

hl
hs

mm

mm

mm

mm

4 4 4 4

16.779161
6.073858

16.434995
5.619746

16.998045
5.482893

18.129324
5.389428

GA

MFD
GA
HYBRID(w/o Refine)

CPU Time 2,420.38 13,091.02 19,767.95 20,973.59
-

sec
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6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- Ribbed Tray Ribbed Tray 문제에문제에 대한대한 최적화최적화 결과결과(2)(2)

Proposed Method
(with Refinement)

Proposed Method
(w/o Refinement)

MFD Conventional GA

Volume = 47,371mm3 Volume = 45,236mm3

Volume = 43,521mm3 Volume = 42,508mm3
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* Kyu-Yeul Lee, Myung-Il Roh, “An Efficient Genetic Algorithm Using Gradient Information for Ship Structural Design Optimization”,

Journal of Ship Technology Research, Vol. 48, No. 4, pp.161-170, 2001.

6.3 6.3 제약제약 비선형비선형 최적화최적화 프로그램을프로그램을 이용한이용한 최적최적 설계설계 예예
-- 건조비를건조비를 최소화최소화 하는하는 중앙중앙 단면단면 설계설계

Minimize

Subject to

CostBuilding 

16 , ,6  , 0min, Λ=≤− ixt ii

0min ≤− deckdeck ZZ

0min ≤− bottombottom ZZ

0≤− deck
c

deckdeck σησ

0≤− bottom
c

bottombottom σησ

ORDINARY SECTION

x3

x4

x5

x6

x7

x1 : deck longitudinal stiffener space
x2 : outer & inner bottom (center) longitudinal

stiffener space
x3 : outer bottom (side) longitudinal stiffener

space
x4 : side shell, side & center bulkheads

longitudinal stiffener space
x5 : hopper tank longitudinal stiffener space
x6 : deck plate thickness
x7 : outer bottom plate thickness
x8 : inner bottom plate thickness
x9 : side shell plate thickness
x10 : bilge plate thickness
x11 : center bulkhead plate thickness
x12 : side bulkhead plate thickness
x13 : hopper side bulkhead plate thickness
x14 : center girder plate thickness
x15 : side girder plate thickness
x16 : stringer plate thickness

x4

CL

x8

x15 x14x2

x11

x9

x13

x12x16

x10

x1

lw

lf

tw

tf

Find 16,,1, Λ=ixi

: minimum plate thickness

: minimum section modulus at bottom 

: minimum section modulus at deck 

: critical buckling stress at deck

: critical buckling stress at bottom
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� 목적 함수
y Midship Section의 단위길이당 건조비

건조비를건조비를 최소화최소화 하는하는 중앙중앙 단면단면 설계설계 문제의문제의
수학적수학적 정식화정식화(1)(1)

]/$[     mCostLabourCostMaterialCostBuilding +=

]/$[   ][  tonCostMaterialUnittonWeightCostMaterial ×=

Cost PaintingCost WeldingLabourCost +=

][  tonAWeight ⋅= ρ

]/$[  2 mNFwCost Welding ⋅⋅=

]/$[  mGFpCost Painting ⋅=

: midship section의 단위 길이당 재료비

: midship section의 단위 길이당 인건비

: midship section의 단위 길이당 중량

: midship section의 단위 길이당 용접비

: midship section의 단위 길이당 도장비

ρ : steel’s mass density, 7.85[ton/m3]
A : area of the midship section
Fw: welding cost per unit length
N : number of the plates and stiffeners
Fp : painting cost per unit area
G : summation of the girth length of

the plates and stiffeners



선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU

249

서울대학교서울대학교 조선해양공학과조선해양공학과 학부학부 33학년학년 교과목교과목 ““전산선박설계전산선박설계””, 2006, 2006학년도학년도 22학기학기

249/252

건조비를건조비를 최소화최소화 하는하는 중앙중앙 단면단면 설계설계 문제의문제의
수학적수학적 정식화정식화(2)(2)

� 제약 조건
y Minimum Plate Thickness에 관한 조건

y Minimum Section Modulus에 관한 조건(Deck, Bottom)

][  ,
8.15

maxmin, mmt
f
Lkct

ps
t k

i

i
ik

i

ii
i ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

⋅
++

⋅⋅
=

σ

][  
39.1175

,
39.1

)7.0(max 3
2

min cm
MMCBLCZ WSBWdeck

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
++⋅⋅⋅

=

][  
28.1175

,
28.1

)7.0(max 3
2

min cm
MMCBLCZ WSBWbottom

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
++⋅⋅⋅

=

16 , ,6  , 0min, Λ=≤− ixt ii

0min ≤− deckdeck ZZ 0min ≤− bottombottom ZZ
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건조비를건조비를 최소화최소화 하는하는 중앙중앙 단면단면 설계설계 문제의문제의
수학적수학적 정식화정식화(3)(3)

y Critical Buckling Stress에 관한 조건(Deck, Bottom)

0≤− deck
c

deckdeck σησ 0≤− bottom
c

bottombottom σησ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅

<
= 5.177   when 

4
3551355

5.177n        whe                    
deck
el

deck
el

deck
el

deck
el

deck
c σσ

σσ
σ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−⋅

<
= 5.117   when 

4
3551235

5.117n        whe                    
bottom
el

bottom
el

bottom
el

bottom
el

bottom
c σσ

σσ
σ

]/[  10 25 mmNz
I

MM deck
n

N

WSdeck ⋅⋅
+

=σ

]/[  10 25 mmNz
I

MM bottom
n

N

WSbottom ⋅⋅
+

=σ
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중앙중앙 단면단면 설계설계 문제에문제에 대한대한 최적화최적화 결과결과

7064939128--Iteration No

267.92265.06272.91293.282.90-secCPU Time

14.78999215.00000015.00000014.94058414.82404514.5mmx16

14.58891714.50000015.50000014.44850415.12943014.0mmx15

14.30932414.50000015.50000014.73945414.78403414.0mmx14

17.01090217.00000016.50000016.84938716.90283217.0mmx13

14.50013014.50000014.50000015.40394515.12305114.5mmx12

13.55021413.50000014.00000014.24049514.19283413.5mmx11

14.78090815.00000015.00000014.32433515.00192314.5mmx10

17.13943316.50000016.50000017.03943917.32984317.0mmx9

15.43209115.50000016.00000015.39039416.02091315.5mmx8

15.98904416.00000016.50000016.04380316.82914216.0mmx7

16.39092316.00000016.00000016.20349516.98372316.5mmx6

780.002092780.000000790.000000772.349435756.434513770.0mmx5

834.838424830.000000820.000000833.909455814.142029835.0mmx4

789.0923943790.000000770.000000787.034954743.313979780.0mmx3

800.1282732800.000000750.000000799.038243762.891023800.0mmx2

810.3701321810.000000780.000000811.324938787.038274800.0mmx1

20,350.28689320,422.47813520,597.33009020,637.82863421,035.254748-$/mBuilding Cost
with Refinew/o Refine

HYBRID
GAMSMFDActual ShipUnit

* 최적 설계값을 실제로 사용하기 위해서는 부재의 두께와 간격의 경우 생산성을 고려하여 적절한 조정(예, 반올림 등)이 필요함
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