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Ch. 15 Power Series, Taylor Series Ch. 15 Power Series, Taylor Series C 5 o e Se es, ay o Se esC 5 o e Se es, ay o Se es
((거듭제곱거듭제곱 급수와급수와 테일러테일러 급수급수))

거듭제곱급수는 대표적인 해석함수이고 , 역으로 모든 해석함수들은
테일러 급수라고 하는 거듭제곱급수로 나타낼 수 있다테일러 급수라고 하는 거듭제곱급수로 나타낼 수 있다.



15.1 Sequences, Series, Convergence Tests 15.1 Sequences, Series, Convergence Tests q , , gq , , g
((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

수열(Sequence) { } { }간단히또는또는수열(Sequence)

:

• 항(Term): 

때배정될이수개의한대하여에정수양의각각의                     nzn

{ } { }nzzzzz       , ,     , , 2121 간단히또는또는 ""

nz항( )

• 실수열(Real Sequence): 각 항들이 실수인 수열

수렴

n

• 수렴수열(Convergent Sequence): 수열갖는를극한값은       (Limit)     ,  , 21 czz "

czcz nnn
→=

∞→
          lim 간단히또는

• 발산수열(Divergent Sequence): 수렴하지 않는 수열

Ex. 1 수렴수열과 발산수열
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((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

실부와 허부의 수열실부와 허부의 수열

( )

수렴에이수열허부의수렴하고에이수열실부의

수렴에이수열의복소수       ,  ,  ,  ,      ,2  ,1   21

b

ibaczzzniyxz nnnn """

⇔

+==+=

수렴에이수열허부의수렴하고에이수열실부의    , , , ,      , , ,  ,     2121 byyyaxxx nn """"⇔

Ex. 2 실부와 허부의 수열
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수렴한다로은

수렴한다에극한값는수열허부의수렴하고에극한값은수열실부의
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15.1 Sequences, Series, Convergence Tests 15.1 Sequences, Series, Convergence Tests q , , gq , , g
((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

급수(Series) "++=∑
∞

21 zzz급수(Series) 

• n 번째 부분합(Partial Sums):               

++∑
=

21
1

zzz
m

m

nn zzzs +++= "21

• 급수의 항(term): 

• 수렴급수: 부분합의 수열이 수렴

"  ,  , 21 zz

• 합(Sum) 또는 값(Value) : 

• 발산급수: 수렴하지 않는 급수

szzzsss
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발산급수 수렴하지 않는 급수

• 나머지(Remainder):      

실부와 허부

"+++= +++ 321 nnnn zzzR

실부와 허부

수렴가지면서로합을이급수인              
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것되는가합이그수렴하여이되고가합이그수렴하여이                           2121 vyyuxx "" ++++⇔
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((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

급수에 대한 수렴 발산 판정법급수에 대한 수렴, 발산 판정법

• 발산

.    ,0lim    .0lim  ,    21 발산한다급수는이면따라서이다수렴하면이급수 ≠=++ nn zzzz "

• 급수에 대한 Cauchy의 수렴원리

∞→∞→ nn

⋅⋅⋅++++
4
1

3
1

2
11   series Harmonic cf)

급수에 대한 y의 수렴원리

( )    ,2  ,1                                             

    0            

21 대하여에그리고모든

부등식대하여에임의의수렴급수가

ε

ε

pNnzzz pnnn "" =><+++

>⇔

+++

• 절대수렴(Absolutely Convergent) : 급수의 각 항들의 절대값의 합이 수렴하는 경우

( )

( ) .                                             것이다존재하는이의존에일반적으로만족하는을 εN

p

• 조건수렴(Conditionally Convergent): 

급수는 수렴하나 각 항들의 절대값의 합은 발산하는 경우 ⋅⋅⋅+−+−
4
1

3
1

2
11  ex)

• 급수가 절대수렴하면, 수렴한다.
432



15.1 Sequences, Series, Convergence Tests 15.1 Sequences, Series, Convergence Tests q , , gq , , g
((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

C i T t (비교판정법)• Comparison Test (비교판정법)
( )

      

          ,2  ,1    ,      

21

21

있다수찾아낼을수렴급수실수항의

아닌음이만족하는을대하여에때주어졌을이급수

++

=≤++

"
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nbzzz nn

• Geometric Series (기하급수):

.    ,    

21

절대수렴한다또한수렴하며급수는주어진⇒

⎧ <∞

∑
11

1
2 q수렴로• Geometric Series (기하급수): 

• Ratio Test (비판정법)
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Ratio Test (비판정법)
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절대수렴한다급수는이이면대하여에모든큰보다수어떤

대하여에급수어떤인
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발산한다급수는이이면대하여에모든
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15.1 Sequences, Series, Convergence Tests 15.1 Sequences, Series, Convergence Tests q , , gq , , g
((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

R i T (비판정법)• Ratio Test (비판정법)

( ) .lim            ,2  ,1  0 1
21 이다대하여에급수어떤인 =++=≠ +

∞→
L

z
zzznz

n

n

nn ""

( )

( )

( )

.      ,1  ii

.      ,1  i

실패이다판정은이있으수발산할수수렴할급수는이면

발산한다급수는그이면

절대수렴한다급수는그이면

>

<

L

L

( ) .    ,         ,1 iii 실패이다판정은이있으므로수도발산할수도수렴할급수는그이면=L

Ex. 4 비판정법
⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅++++
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11  ex)

다음 급수는 수렴하는가, 발산하는가? (먼저 추정해 보고 계산하라)                             
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((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

R i T (비판정법)• Ratio Test (비판정법)

( ) .lim            ,2  ,1  0 1
21 이다대하여에급수어떤인 =++=≠ +

∞→
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.      ,1  i

실패이다판정은이있으수발산할수수렴할급수는이면

발산한다급수는그이면

절대수렴한다급수는그이면
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( ) .    ,         ,1 iii 실패이다판정은이있으므로수도발산할수도수렴할급수는그이면=L

Ex. 4 비판정법
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다음 급수는 수렴하는가, 발산하는가? (먼저 추정해 보고 계산하라)                             
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15.1 Sequences, Series, Convergence Tests 15.1 Sequences, Series, Convergence Tests q , , gq , , g
((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

• Root Test (근판정법)• Root Test (근판정법)

( )1

      21

절대수렴한다급수는이이면대하여에모든큰보다수어떤

대하여에급수어떤
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발산한다급수는이이면대하여에많은무한히

절대수렴한다급수는이이면대하여에모든큰보다수어떤

≥
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• Root Test (근판정법)

li 이다대하여에급수 L
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발산한다급수는그이면

절대수렴한다급수는그이면

이다대하여에급수

<

=++
∞→

L

L

Lzzz n
nn

"

( )

( ) .    ,1  iii

.     ,1 ii

실패이다판정은이면

발산한다급수는그이면

=

>

L

L

⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅++++
16
1

9
1

4
11  ,

4
1

3
1

2
11  ex)



15.1 Sequences, Series, Convergence Tests 15.1 Sequences, Series, Convergence Tests q , , gq , , g
((수열과수열과 급수급수, , 수렴판정수렴판정))

PROBLEM SET 15.1

HW 17 ( i ) 18 ( i ) 23HW: 17 (ratio test), 18 (comparison test), 23



15.2 15.2 Power Power SeriesSeries ((거듭제곱급수거듭제곱급수))55 o eo e Se esSe es ((거듭제곱급수거듭제곱급수))

거듭제곱급수(Power Series)
∞

• ( ) ( ) ( )

10

2
020100

0
0

  ,  ,    :  )nt(Coefficie

  :        

aa

zzazzaazzazz n

n
n

복소수

거듭제곱급수된거듭제곱으로의
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Ex. 1 원판 안에서의 수렴, 기하급수

.    1      1  1  2

0
발산한다때일절대수렴하고때일은기하급수 ><+++=∑
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Ex. 2 모든 z 에 대한 수렴
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거듭제곱급수(Power Series)
∞

• ( ) ( ) ( )

10

2
020100

0
0

  ,  ,    :  )nt(Coefficie

  :        

aa

zzazzaazzazz n

n
n

복소수

거듭제곱급수된거듭제곱으로의

계수 "

"+−+−+=−− ∑
∞

=

•

0   :  )(Center z복소수중심

"+++== ∑
∞

2
2100   :        0 zazaazaz n

n거듭제곱급수된거듭제곱으로의 ∑
=

210
0

0
n

n

Ex. 1 원판 안에서의 수렴, 기하급수
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Ex. 2 모든 z 에 대한 수렴
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Convergence of a Power Series (거듭제곱급수의 수렴)

수렴한다에서중심거듭제곱급수는모든•

•

.    0 수렴한다에서중심거듭제곱급수는모든 z

     01

절대수렴한다대해서에인접한더에보다

수렴에서점거듭제곱급수가 zzz ≠=

•

.      ,        01001 절대수렴한다대해서에모든인즉모든근접한더에보다 zzzzzzzz −<−⇒

.                ,    022 발산한다대하여에모든떨어진더로부터보다발산하면에서거듭제곱급수가 zzzzz =
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Radius of Convergence of a Power Series (거듭제곱급수의 수렴반지름)

• 수렴원(Circle of Convergence) : 수렴하는 모든 점을 포함하는 가장 작은 원

• 수렴반지름(Radius of Convergence) : 수렴원의 반지름

( )

                

  

0

0

수렴하고대하여에모든만족하는을내부원의

수렴반지름수렴원이

zRzz

RRzz

<−⇔

==−

.                    0 발산한다대하여에모든만족하는을외부원의 zRzz >−

•

때수렴할에서만중심단지급수가

때수렴할대해에모든급수가

          : 0

           : 

0zzR

zR

==

∞=



15.2 15.2 Power Power SeriesSeries ((거듭제곱급수거듭제곱급수))55 o eo e Se esSe es ((거듭제곱급수거듭제곱급수))

0*lim 1 수렴한다대해에모든거듭제곱급수는즉이다이면때일 zRL*Lan ∞===+

Radius of Convergence R (수렴반지름)

( )  Hadamard-Cauchy      lim
*

1  0                                  

.    , . 0 ,  *lim

공식이면

수렴한다대해에모든거듭제곱급수는즉이다이면때일

a
a

L
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zRL*L
a

n

n

n
n

==≠
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∞→
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.       .0  lim
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수렴한다에서만중심단지이다이면 zR
a
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n

n

n
n

=∞=+
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+
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Ex. 5 수렴반지름
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2 수렴반지름은의거듭제곱급수
n

n
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n
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0*lim 1 수렴한다대해에모든거듭제곱급수는즉이다이면때일 zRL*Lan ∞===+

수렴반지름

( )  Hadamard-Cauchy      lim
*

1  0                                  

.    , . 0 ,  *lim

공식이면

수렴한다대해에모든거듭제곱급수는즉이다이면때일
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Ex. 5 수렴반지름
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15.2 15.2 Power Power SeriesSeries ((거듭제곱급수거듭제곱급수))55 o eo e Se esSe es ((거듭제곱급수거듭제곱급수))

PROBLEM SET 15.2

HW 8 12 20 ( ) (b) (d)HW: 8, 12, 20 (a), (b), (d)



15.3 Functions Given by 15.3 Functions Given by Power Power SeriesSeries5 3 u c o s G e y5 3 u c o s G e y o eo e Se esSe es
((거듭제곱급수거듭제곱급수로로 주어지는주어지는 함수함수))

거듭제곱급수의 연속성 (Continuity)
( )

( ) 0

              0    

연속이다에서는함수

있다면수나타낼거듭제곱급수로가지는수렴반지름을인가함수

=

>

zzf

Rzf

거듭제곱급수에 대한 항등정리 (Identity Theorem). 유일성 (Uniqueness)

함수는 같은 중심을 갖는 두 개의 서로 다른 거듭제곱급수로 표현될 수 없다

( ) . 0   연속이다에서는함수 =zzf

함수는 같은 중심을 갖는 두 개의 서로 다른 거듭제곱급수로 표현될 수 없다.

            2
210

2
210

갖는다합을똑같은대해서에모든

이과거듭제곱급수두수렴하는에서 zbzbbzazaaRz ++++++< ""

( ) .   ,          

   ,  ,  ,  ,  .        

.       

0

221100

유일하다표현은이표현된다면거듭제곱급수로갖는를중심임의의가함수

즉같다항등적으로급수는이들

갖는다합을똑같은대해서에모든

zzf

bababa

z

∴

===⇒ "

( ) ,0f



15.3 Functions Given by 15.3 Functions Given by Power Power SeriesSeries5 3 u c o s G e y5 3 u c o s G e y o eo e Se esSe es
((거듭제곱급수거듭제곱급수로로 주어지는주어지는 함수함수))

Operations on Power Series (거듭제곱급수의 연산)Operations on Power Series (거듭제곱급수의 연산)

• 항별덧셈 또는 항별뺄셈

항별뺄셈하면또는항별덧셈거듭제곱급수를개의두인과수렴반지름이 RR

항별곱셈: 첫 번째 급수의 각 항에 두 번째 급수의 각 항을 곱하여 의 차수가

.                 

          

21

21

얻는다거듭제곱급수를갖는수렴반지름을같은것과작은중과

항별뺄셈하면또는항별덧셈거듭제곱급수를개의두인과수렴반지름이

RR

RR

• 항별곱셈: 첫 번째 급수의 각 항에 두 번째 급수의 각 항을 곱하여 z의 차수가

같은 것을 모으는 것을 의미한다. 

두 개의 급수가 갖는 수렴원에 모두 속하는 z에 대해 절대수렴한다.두 개의 급수가 갖는 수렴원에 두 속하는 에 대해 절대수렴한다

( ) ( ) ( ) "" ++++++=+++∑
∞

2
0211200110000110

  :  )ProductCauchy (Cauchy 

zbababazbababazbababa n

곱

• 미분급수(Derived Series) : 항별미분에 의하여 얻은 거듭제곱급수

( ) ( ) ( ) +++++++++∑
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15.3 Functions Given by 15.3 Functions Given by Power Power SeriesSeries5 3 u c o s G e y5 3 u c o s G e y o eo e Se esSe es
((거듭제곱급수거듭제곱급수로로 주어지는주어지는 함수함수))

거듭제곱급수의 항별미분거듭제곱급수의 항별미분

거듭제곱급수의 미분급수는 원래의 급수와 똑같은 수렴반지름을 갖는다.

거듭제곱급수의 항별적분거듭제곱급수의 항별적분

          

32211

2
210

갖는다수렴반지름을동일한급수와원래의은

거듭제곱급수얻어지는적분하여항별로을급수

"

"

+++=

+++

∑
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+ zazazaza
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해석함수. 그것의 도함수
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321 0

0
갖는다수렴반지름을동일한급수와원래의은+++=

+∑
=

zzzaz
nn

.                 

            0  

표현한다해석함수를점에서모든있는안에수렴원그것의

거듭제곱급수는갖는을수렴반지름아닌이∗ R

.          

                  

표현한다해석함수를도함수도

갖는다수렴반지름을동일한급수와원래의

얻어지며미분하여항별로급수를원래의도함수는함수의이

∴⇒

∗

.         표현한다해석함수를도함수도∴⇒



15.3 Functions Given by 15.3 Functions Given by Power Power SeriesSeries5 3 u c o s G e y5 3 u c o s G e y o eo e Se esSe es
((거듭제곱급수거듭제곱급수로로 주어지는주어지는 함수함수))

PROBLEM SET 15.3

HW 12 13 20HW: 12, 13, 20



15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

테일러 급수: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

경로닫힌단순포함하는를:

*
*

*
2
1
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1      , 1
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0
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dz
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n
azzazf
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π

반시계방향적분방향

경로닫힌단순포함하는를

 :    

     :    0zC



15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

테일러 급수: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

경로닫힌단순포함하는를:

*
*
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반시계방향적분방향

경로닫힌단순포함하는를

 :    

     :    0zC

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

해석적이다역시도함수도그갖고도함수를계의모든에서해석적에서영역가
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방향반시계방향적분

경로닫힌단순임의의안의있는속해에전체가내부둘러싸면서를
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              : 0 DDzC



15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

테일러 급수: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

경로닫힌단순포함하는를:

*
*

*
2
1
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0
0
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dz
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π

Maclaurin 급수:

반시계방향적분방향

경로닫힌단순포함하는를

 :    

     :    0zC

급수테일러가지는을중심 0zMaclaurin 급수:

테일러의 공식

급수테일러가지는을중심    0 0 =z
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15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

테일러의 정리테일러의 정리

( )
     : 

      :  

0 점임의의에서의

해석적에서정의역

Dzz
Dzf

=

( )
( )

( ) )(

.                      
                  

0

0

최대값의위에서의원만족한다을부등식은계수

유효하다원판에서열린최대의인중심이되는해석적이가

존재하며개가한정확히거듭제곱급수는표현하는를이고중심이

fMM
zzf

zfz

≤

⇒

( ) )     .(            0 최대값의위에서의원만족한다을부등식은계수 zfrz-zM
r

aa nnn ==≤

특이성과 수렴반지름
Cauchy의 부등식 (14.4)

•

•

( ) ( ) .                  존재한다이점않은미분가능하지특이점의하나의적어도수렴원은급수의테일러 zf

( )                   거리와특이점까지의가까운가장의중심에서부터수렴반지름은급수의테일러 zf

테일러 급수로서의 거듭제곱급수

( ).            . 있다수커질더거리보다수렴반지름이때때로일치한다

0이 아닌 수렴반지름을 갖는 거듭제곱급수는 그 합의 테일러 급수이다.



15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

주요한 특수 테일러 급수

Ex. 1 기하급수
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Ex. 2 지수함수
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15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

Ex. 3 삼각함수와 쌍곡선함수

( ) ( ) "+−+−=−=∑
∞

                       
!4!2

1
!2

1cos
422 zzzz

n
n( ) ( )

( ) "+++==∑

∑

∞

=

!4!2
1

!2
cosh

!4!2!2

422

0

zz
n

zz

n

n

n

( ) ( )iziziziz ee
i

zeez −− −=+=
2
1sin    ,

2
1cos

( ) ( )zzzz eezeez −− =+=
1sinh1cosh( )

( ) ( ) "+−+−=
+

−=∑
∞

=

+

=                        

!5!3!12
1sin

!4!2!2
53

0

12

0

zzz
n
zz

n

n

n
n

n ( ) ( )eezeez −=+=
2

sinh   ,
2

cosh

( ) "+++=
+

=∑
∞

=

+

!5!3!12
sinh

53

0

12 zzz
n
zz

n

n

Ex. 4 로그함수
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15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

실제적인 방법 1 ∞실제적인 방법

Ex. 5 대입법

( ) . Maclaurin   
1

1
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=zf 구하라급수를의
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Ex. 6 적분
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Ex. 7 기하급수를 이용한 전개기하급수를 이용한 전개
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15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

이항급수(Bi i l S i )이항급수(Binomial Series)
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Ex. 8 이항급수, 부분분수에 의한 분해
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15.4 Taylor and 15.4 Taylor and MaclaurinMaclaurin SeriesSeries5 ay o a d5 ay o a d ac auac au Se esSe es
((테일러급수와테일러급수와 MaclaurinMaclaurin 급수급수))

PROBLEM SET 15.4

HW 13 20 ( ) i h (b) ( )HW: 13, 20 (a) ez, cosz, sinhz, (b), (c)



15.5 15.5 Uniform ConvergenceUniform Convergence ((균등수렴균등수렴))5 55 5 U o Co e ge ceU o Co e ge ce ((균등수렴균등수렴))

균등수렴(Uniform Convergence)균등수렴(Uniform Convergence)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 에서균등수렴한다영역은급수갖는를합 .            210
0

Gzfzfzfzfzs
m

m +++=∑
∞

=
"

( ) ( ) ( )을대하여에모든있는에그리고모든부등식

대하여에임의의
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거듭제곱급수의 균등수렴
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Ex. 2 연속인 항들을 갖는 급수이면서 그 합이 불연속인 경우
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Ex. 3 항별적분이 가능하지 않은 급수
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항별적분
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균등수렴에 대한 Weierstrass M 판정법
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절대수렴과 균등수렴의 무관성

Ex. 5 절대수렴과 균등수렴의 무관성
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PROBLEM SET 15.5

HWHW:


