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Ch. 8 Linear Algebra: Matrix Ch. 8 Linear Algebra: Matrix EigenvalueEigenvalue
ProblemsProblems ((선형대수학선형대수학: : 행렬의행렬의 고유값고유값 문제문제))

내용 : 고유값 문제, 여러 가지 행렬, 대각화를 통한 문제 해결법
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Algebraic Multiplicity (대수적 다중도):Algebraic Multiplicity (대수적 다중도):

Characteristic polynomial(특성다항식)의 근으로서 고유값의 차수

Geometric Multiplicity (기하적 다중도):p y

고유값에 대응하는 일차독립인 고유벡터의 수
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PROBLEM SET 8.1

HW 24HW: 24
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Ex 1 Stretching of an Elastic Membrane (탄성막의 팽창)Ex. 1 Stretching of an Elastic Membrane (탄성막의 팽창)
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E 2 Ei l P bl A i i f M k PEx. 2 Eigenvalue Problems Arising from Markov Processes

                       , Markov

는행렬확률따라서된다문제가고유값경우의다룰문제를극한상태같은와즉

되는값이자신의때곱해질와확률행렬결정짓는공정을가상태벡터과정에서
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되는갖게관심을문제의이러한된다고유벡터가해당되는이에는되며갖게을고유값

는행렬확률따라서된다문제가고유값경우의다룰문제를극한상태같은와즉
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PROBLEM SET 8.2

HW 17HW: 17



88.3 S.3 Symmetricymmetric, Skew, Skew--Symmetric, andSymmetric, andyy ,, y ,y ,
Orthogonal MatricesOrthogonal Matrices ((대칭대칭, , 반대칭반대칭, , 직교행렬직교행렬))

Square matrix (정방행렬) 에 대하여

• Symmetric:

[ ]jka=A

AA =T

• Skew-Symmetric: 

• Orthogonal:   

AA −=T

1−= AAT

실수 정방행렬 A는 대칭행렬 R과 반대칭행렬 S의 합으로 표현할 수 있다.
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Orthogonal MatricesOrthogonal Matrices ((대칭대칭, , 반대칭반대칭, , 직교행렬직교행렬))

Square matrix (정방행렬) 에 대하여

• Symmetric:

[ ]jka=A

AA =T

• Skew-Symmetric: 

• Orthogonal:   

AA −=T

1−= AAT

실수 정방행렬 A는 대칭행렬 R과 반대칭행렬 S의 합으로 표현할 수 있다.
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88.3 S.3 Symmetricymmetric, Skew, Skew--Symmetric, andSymmetric, andyy ,, y ,y ,
Orthogonal MatricesOrthogonal Matrices ((대칭대칭, , 반대칭반대칭, , 직교행렬직교행렬))

Eigenvalues of Symmetric and Skew-Symmetric Matrices (8.5)Eigenvalues of Symmetric and Skew Symmetric Matrices (8.5)

• 대칭행렬의 고유값은 실수이다. (8.2 Ex. 1)

• 반대칭행렬의 고유값은 순 허수이거나 영이다.
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Orthogonal Transformation (직교변환): ( )직교행렬 는AAxy   =

Ex.  각도 만큼 평면회전은 직교변환이다.          θ각 만큼 평면회전은 직 변환이다θ
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Orthogonal MatricesOrthogonal Matrices ((대칭대칭, , 반대칭반대칭, , 직교행렬직교행렬))

Invariance of Inner Product

직교변환은 벡터의 내적값을 보존한다.

또한 벡터의 길이 또는 노름(norm)도 보존한다.

Orthonormality of Column and Row Vectors

ab   b,abaIbaAbAaAb(Aa)vuvu TTTTTT =•======•

Orthonormality of Column and Row Vectors

실수 정방행렬이 직교일 필요충분조건은 열벡터 (또한 행벡터들)이

정규직교계(Orthonormal System)를 형성하는 것이다. 
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Orthogonal MatricesOrthogonal Matrices ((대칭대칭, , 반대칭반대칭, , 직교행렬직교행렬))

Determinant of an Orthogonal Matrix

직교행렬의 행렬식의 값은 +1 또는 -1이다.

2TT-1 A)(det Adet A det )(AAdet )(AAdet Idet 1 =====

Eigenvalues of an Orthogonal Matrix

)()()(

Eigenvalues of an Orthogonal Matrix

직교행렬의 고유값은 실수 또는 공액복소수이고 절대값은 1이다.
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PROBLEM SET 8.3

HW 3 18HW: 3, 18



88.4 .4 EigenbasesEigenbases.. DiagonalizationDiagonalization. Quadratic. Quadraticgg gg QQ
Forms Forms ((고유벡터의고유벡터의 기저기저. . 대각화대각화. 2. 2차차 형식형식))

Basis of EigenvectorsBasis of Eigenvectors

된다. 기저가 의 은 , , 고유벡터 의 행렬 이

, 가지면 고유값을 다른 서로 개의 가 행렬 만일
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Symmetric Matrices

대칭행렬은 고유벡터로 구성된 정규직교 기저를 갖는다.대칭행렬은 고유벡터로 구성된 정규직교 기저를 갖는다.
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Forms Forms ((고유벡터의고유벡터의 기저기저. . 대각화대각화. 2. 2차차 형식형식))

Similarity Transformation (상사변환)Similarity Transformation (상사변환)

( )PAPPA         ˆ 1  정칙행렬nn×= −

Eigenvalues and Eigenvectors of Similar Matrices

갖는다. 고유값을 같은 와 는 상사이면 에 가 AAAA ˆˆ

된다. 고유벡터가 의 대응되는 고유값에 같은 는 고유벡터이면 의 가 AxPyAx ˆ1−=

xPx)(PÂxAPPPAIxPAxP 111111 −−−−−− ==== λ

Diagonalization of a Matrix (행렬의 대각화)

Ann× 가지면 기저를 고유벡터의 가 행렬 만일 ⎤⎡
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행렬이다.하는열벡터로고유벡터들을이들 는 여기서

된다. 원소가 주대각선의 고유값들이 의 되고, 대각행렬이 는
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행렬이다하는열벡터유벡터들을이들는여기서
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Forms Forms ((고유벡터의고유벡터의 기저기저. . 대각화대각화. 2. 2차차 형식형식))

E 4 Di liEx. 4 Diagonalize
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Forms Forms ((고유벡터의고유벡터의 기저기저. . 대각화대각화. 2. 2차차 형식형식))

E 4 Di liEx. 4 Diagonalize
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Forms Forms ((고유벡터의고유벡터의 기저기저. . 대각화대각화. 2. 2차차 형식형식))

Quadratic Forms (2차 형식). Transformation to Principal Axes (주축으로의 변환)Quadratic Forms (2차 형식). Transformation to Principal Axes (주축으로의 변환)
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Principal Axes Theorem (주축정리)

치환 에 의하여 2차 형식은 주축형식 또는 표준형으로 변환될 수 있다.
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직교행렬하는열벡터로을고유벡터대응하는고유값에         ,  ,  ,       :           21 nxxxX
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Ex. 5 Quadratic Form. Symmetric Coefficient Matrix
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Ex. 6 Transformation to Principal Axes. Conic Sections (원뿔곡선)p (원뿔곡선)

Find out what type of conic section the following quadratic form represents and 
transform it to principal axes:
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PROBLEM SET 8.4

HW 8 17HW: 8, 17



88.5 .5 Complex Matrices and FormsComplex Matrices and Forms88 55 Co p e a ces a d o sCo p e a ces a d o s
((복소행렬과복소행렬과 그그 형태형태))

NotationsNotations

[ ] [ ] ( )

행렬엳는대치하여로

공액복소수 대응되는 에실수 는 , 여기서 원소 각 의AA   :  jkjkjk
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iβαaaa
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+=== βα

[ ] 공액전치행렬 대한 에 전치행렬이며, 대한 에

행렬엳는대치하여로
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정방행렬 에 대하여

i i i 에 미 행렬

[ ]jka=A

AAT

⎦⎣⎦⎣⎦⎣

• Hermitian Matrix (에르미트 행렬):

• Skew-Hermitian Matrix (반에르미트 행렬):

AA =T

AA −=T

1T• Unitary Matrix (유니타리 행렬): 1−= AAT
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((복소행렬과복소행렬과 그그 형태형태))

EigenvaluesEigenvalues

• 에르미트 행렬(대칭행렬)의 고유값은 실수이다.

• 반에르미트 행렬(반대칭행렬)의 고유값은 순허수이거나 0이다.반에 미 행렬(반대칭행렬)의 유값은 순허수이거나 이다

• 유니타리 행렬(직교행렬)의 고유값은 절대값 1을 가진다.

Inner Product:

Invariance of Inner Product

baba T=•

후의변환전과변환대하여는에갖는를행렬유니타리즉 AxyA =변환유니타리

Unitary System: 다음을 만족하는 복소벡터들의 집합. 실수벡터의 정규직교계에 해당

않는다. 변하지 노름이 및 내적

후의변환전과변환대하여는 에갖는를행렬유니타리즉, AxyA =변환 유니타리

y y 다 족하 복 벡터 의 수벡터의 규직 계에 해

( )
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T
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      0

aaaa ( )⎩ kj     1



88.5 .5 Complex Matrices and FormsComplex Matrices and Forms88 55 Co p e a ces a d o sCo p e a ces a d o s
((복소행렬과복소행렬과 그그 형태형태))

Unitary Systems of Column and Row Vectors

복소 정방행렬이 유리타리 행렬일 필요충분조건은 열벡터(또는 행벡터)가

니타리 계 형성하 것이다유니타리 계를 형성하는 것이다.

Determinant of a Unitary System

유니타리 행렬의 행렬식은 절대값 1을 가진다 즉 1det =A유니타리 행렬의 행렬식은 절대값 1을 가진다. 즉,

Basis of Eigenvectors

에르미트, 반에르미트 또는 유니타리 행렬의 고유벡터들은 상에서

1det A

nC
유니타리 계의 기저가 된다.
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((복소행렬과복소행렬과 그그 형태형태))

Hermitian and Skew-Hermitian Forms

n,  x,  x1             x 형식대한에성분의벡터

n

j

n

k
kjjk

T xxa= ∑∑
= =1 1

  :  Axx

nnnnnnnnnn xxaxxaxxaxxaxxaxxa +++++++++= 11221221111111 ˆ                  

A가 에르미트, 또는 반에르미트일 경우, 각각 에르미트, 반에르미트 형식이라 부름.

에르미트 형식의 값은 실수이며, 반에르미트 형식의 값은 순허수 또는 0이 됨.
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PROBLEM SET 8.5
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