
[Problem 1] (10 points) Find the inverse and the determinant of a general 3 x 3 matrix A = [ jka ] explicitly in 

terms of the ’s.  jka
 
Sol.) 

1) Determinent 

A를 같이 가정 A ൌ  ଶ aଶଷ൩,   1) 다음과 하면 

aଵଵ aଵଶ aଵଷ
aଶଵ aଶ
aଷଵ aଷଶ aଷଷ

                              (1.

3x3 matrix A의 determinent는 Section 7.6의 (4)의 정의에 의해, 

D ൌ detA ൌ อaଶଵ aଶଶ aଶଷ
aଷଵ aଷଶ aଷଷ

อ=aଵଵ ቚaଷଶ aଷଷ
ቚ െ aଶଵ ቚaଷଶ aଷଷ

ቚ  aଷଵ ቚ
aଵଶ aଵଷ
aଶଶ aଶଷ

ቚ           (1.2) 

          ൌ aଵଵaଶଶaଷଷ െ aଵଵaଶଷaଷଶ  aଶଵaଵଷaଷଶ െ aଶଵaଵଶaଷଷ  aଷଵaଵଶaଶଷ െ aଷଵaଵଷaଶଶ            (1.3) 
 

) Inverse  
가 nonsingular라고 가정했을 때,  A=[a୨୩] 의 inverse는 다음과 같이 주어진다.  

Aିଵ ൌ ଵ
ୢୣ୲A

aଵଵ aଵଶ aଵଷ aଶଶ aଶଷ aଵଶ aଵଷ

2
Proof) A

ൣC୨୩൧T ൌ
ୢୣ୲A

ଵ Cଵଶ Cଶଶ Cଷଶ
Cଵଷ Cଶଷ Cଷଷ

൩       (1.4) 

여기서, C୨୩ ൌ ሺെ1ሻ୨ା୩M୨୩ 는 D에서 a୨୩의 cofactor이다. 
 

이제 식 (1,3), (1.4)를 이용하면,   
 

  Aିଵ ൌ ଵ
D

Cଵଵ Cଶଵ Cଷଵ


Cଵଵ Cଶଵ Cଷଵ
Cଵଶ Cଶଶ Cଷଶ
Cଵଷ Cଶଷ Cଷଷ

൩ ൌ ଵ
D

ൣC୨୩൧T ൌ ଵ
D


Mଵଵ െMଶଵ Mଷଵ

െMଵଶ Mଶଶ െMଷଶ
Mଵଷ െMଶଷ Mଷଷ

൩             (1.7) 

여기서, 

 Mଵଵ ൌ ቚ
aଶଶ aଶଷ
aଷଶ aଷଷ

ቚ ,        Mଵଶ ൌ ቚ
aଶଵ aଶଷ
aଷଵ aଷଷ

ቚ,           Mଵଷ ൌ ቚ
aଶଵ aଶଶ
aଷଵ aଷଶ

ቚ 

       =aଶଶaଷଷ െ aଶଷaଷଶ     =aଶଵaଷଷ െ aଶଷaଷଵ      =aଶଵaଷଶ െ aଶ aଷଵ 
 

Mଶଵ ൌ ቚ
aଵଶ aଵଷ
aଷଶ aଷଷ

ቚ,       Mଶଶ ൌ ቚ
aଵଵ aଵଷ
aଷଵ aଷଷ

ቚ ,          Mଶଷ ൌ ቚ
aଵଵ aଵଶ
aଷଵ aଷଶ

ቚ 

        =aଵଶaଷଷ െ aଵଷaଷଶ     =aଵଵaଷଷ െ aଵଷaଷଵ      =aଵଵaଷଶ െ aଵଶaଷଵ 
 

Mଷଵ ൌ ቚ
aଵଶ aଵଷ
aଶଶ aଷଷ

ቚ ,         Mଷଶ ൌ ቚ
a aଵଷ
aଶଵ aଶଷ

ቚ ,          Mଷଷ ൌ ቚ
aଵଵ aଵଶ
aଶଵ aଶଶ

ቚ 

        =aଵଶaଷଷ െ aଵଷaଶଶ     =aଵଵaଶଷ െ aଵଷaଶଵ      =aଵଵaଶଶ െ aଵଶaଶଵ 
 

  Aିଵ ൌ
1
D

ଶ

ଵଵ

 


aଶଶaଷଷ െ aଶଷaଷଶ െሺaଵଶaଷଷ െ aଵଷaଷଶሻ aଵଶaଷଷ െ aଵଷaଶଶ

െሺaଶଵaଷଷ െ aଶଷaଷଵሻ aଵଵaଷଷ െ aଵଷaଷଵ െሺaଵଵaଶଷ െ aଵଷaଶଵሻ
aଶଵaଷଶ െ aଶଶaଷଵ െሺaଵଵaଷଶ െ aଵଶaଷଵሻ aଵଵaଶଶ െ aଵଶaଶଵ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



[Problem 2] (10 points) Find an eigenbasis of the following matrix and diagonalize the matrix (Show the 

                                 (2.1) 

details). 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

866
645.4
335.2

 

 
ol.) (a) eigenvalue S

xAx λ=                                     (2.2) 
여기서 λ 는 임의의 상수이며, characteristic matrix는 

)( − xIA λ 0=                                   (2.3) 
Characteristic equation 0)det( =− IA λ 를 만족하는 λ 값을 구하면, ((2.3)이 0)det( =− IA λ 일 때

nontrivial solution 0≠x 을 갖는다.) 
 

 
) eigenbasis 

1,5.0,2 −=λ

(b
i) 2=λ 일 때 

=− IA 2
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣ −−
−−
−

666
665.4
335.

 
⎡− 4

=>                                           (2.4) 

=>

여기서 eigenbasis는 

)

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−−

660
330
335.4

 row)1st  -row (2nd

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

000
330
005.4

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

row) (2nd*2-row 3rd
row 2nd- row1st 

 

[ ]T110  
 

 5.0=λii 일 때 

=>                                     (2.5) 

=>

여기서 eigenbasis는 
 

=− IA 5.0
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣ −−
−−
−

5.766
65.45.4
33

 
⎡ − 3

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

5.100
300
333

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

row)(1st *2-row 3rd
row)(1st *2/3- row 2nd

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−

000
300
333

 row) 2nd -row (3rd  

[ ]T011 −  

iii) 1−=λ 일 때 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−−

966
63
335.1

 A I+ = −5.4



=>                                 (2.6) 

=>

여기서 eigenbasis는 

) diagonalization 
것의 inverse인 X-1을 구하면, 

                                                 (2.7) 

Diagonal matrix는 

                                                           (2.8) 

가 된다.  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−−

360
360

335.1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

row)(1st *4-row 3rd
row)(1st *3- row 2nd

        

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

000
360

303

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

row 2nd-row 3rd
row 3rd row)(1st *2

 

[ ]T212  
 
(c
Eigenvectors X과 그

⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣

−=
201
111X , 
⎤⎡ 210 ⎤⎡ − 322

⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣ −
−−=−

111
2111X

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣ −
== −

100
05.00
00

1XAXD  
⎡2

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



[Problem 3] (10 points) Consider the following matrix form of a linear system 
bAx =                                      (3.1) 

where .  Letnnnn RbRxRA ∈∈∈ × ,,  Â  be the n x n matrix

s

 consisting of the first n column vectors of 

the row ech d of Gau s elimination.  Also, let b̂  be the last column vector of the 

row echelon form.  Then, prove by use of elementary matrices that if x̂ is the solution of bxA ˆˆˆ = , then 
xx =ˆ .(Strictly speaking, x̂ is also the solution of (3.1)) 

elon form obtained at the en

 

 
ol.) 

tary operation은 3가지가 있는데 다음과 같다.(교재 p292) 

iple of one row to another row 

G 을 수행해야 하는데 elementary matrix로 위 3가지 

을  matrix라고 하자. 그리고 를 th 항이 1이고 다른 항은 0이 되는  row-vector
라  다 . 

 ,                  (3.2) 

 
의 번째 row와 번째 row를 바꿔서 구한 matrix를 라고 하자. 

번째 ro

S
Elemen

(i)  Interchange of two rows 
(ii) Additon of a constant mult
(iii) Multiplication of a row by a nonzero constant c  

auss elimination을 하려면 위 3가지 operation  
operation을 수행할 있음을 보이도록 하겠다. 
 

nI nn× iE i m×1
고 하면 음과 같이 나타낼 수 있다

[ ] nie ×
Δ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= 100100

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
⋅
⋅

=Δ

n

n

e

e
e

I

2

1

 

nI i j ijE
i  0≠αw에 scalar 배만큼 곱하여 구한 matrix를 라고 하자)(αiE . 

j 번째 row에 scalar α 배만큼 여 구한  이라고 하자. 
 

러면, , , 는 다음과 같이 표현된다. 

, ,                (3.3) 

 

 곱하고 i 번째 row에 곱하  matrix를 ijE +)(α

 
 ijE )(αiE ijE +)(α그

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

+

−

+

−

Δ

n

j

i

j

i

j

i

ij

e

e
e

e
e

e
e

e

E

#

#

#

1

1

1

1

1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

+

−
Δ

n

n

i

i

i

i

e
e

e
e

e

e
e

E

1

1

1

2

1

)(

#

#

αα

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

=

+

−

+

−

Δ
+

n

j

j

j

i

ji

i

ij

e

e
e

e

e
ee

e

e

E

#

#

#

1

1

1

1

1

)(

α

α



여기에서 , , 가 elementary matrix인데 ijE )(αiE jiE +

njijijiji

niiii

njiijjiij

IEEEE

IEEEE
IEEEE

==

==

==

+−−+

)()/1()/1()( αααα                       (3.4) 

임을 쉽게 알 수 있다.  따라서 elementary matrices , , 가 nonsingular임을 알 수 있다. ijE )(αiE jiE +

 
이제 을 x̂

bxA ˆˆˆ =                                      (3.5) 

의 해라고 하자. 그러면 와 는 각각 Â b̂ A 와 를 elementary row operation을 하여 나온 결과물이

다. 따라서, 앞에서 보였듯이  matrix 

b
nn× Â 와  column vector b 은 elementary matrix로 표현할 

수 있다. 
n ˆ

bEEEb

AEEEA

nn

nn

11

11

ˆ

ˆ

⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅=

−

−
                              (3.6) 

 
 
 
이것을 식(3.1)에 대입하면 다음과 같다. 

bEEExAEEE

bAx

nnnn
ˆ)(ˆ 1111 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅

=

−−

                       (3.7) 

그런데 식(3.4)에 의해 (3.7)로부터 

b

bEEEEE

bEEEEEExA

nnn

nnnn

ˆ

ˆ

ˆ)()(ˆˆ

11
11

1

11
1

11

=

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅⋅=

−
−−

−
−

−

                   (3.8) 

따라서, 이 식(3.1)의 solution이 됨을 알 수 있다. x̂
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



[Problem 4] (10 points) Show that the inverse 1A− of an n x n matrix A exist if and only if none of the 
eingenvalues 1, , nλ λ⋅⋅⋅ of A is zero, and then 1A− has the eigenvalues 1,1/ ,1/ nλ λ⋅⋅⋅ .  

 
Sol.) 
i) if part 
A 의 characteristic equation으로부터 다음과 같이 쓸 수 있다. 

)()()()det( 21 λλλλλλλ −−⋅−=− nIA "                   (4.1) 
 

(4.1)에 0=λ 을 대입하면, 

nAIA λλλ "21)det()0det( ⋅==⋅−                      (4.2) 
 

(4.2)에서 A 의 eigenvalue 1λ , 2λ , 3λ , … nλ 은 0이 아닌 값을 가지므로, 

0)det( ≠A                                  (4.3) 
 

(4.3)과 Thm.3 (Sec.7.7)에 의해서 A 의 rank는 n이므로, Thm.1(Sec.7.8)에 의해서, A 의 inverse 1−A
이 존재한다. 
 
ii) only if part 

의 inverse 1−A 이 재한다고 하자.  존 A 의 inv  1−nn×  matrix A erse A 이 존재하 , Thm.3(Sec.7.7)
에 의해서 

므로

0)det( ≠A                                  (4.4) 
 

(4.4)에 의해서 
0)det( 121 ≠⋅⋅= − nnA λλλλ "                         (4.5) 

 
(4.5)로부터 A 의 모든 eigenvalue의 곱이 0이므로, 

0≠iλ , ni ,,2,1 …=                             (4.6) 
 
iii) 

( )와 응n,...,3,2,1=k  각각의 eigenvalue에 대 되는 AA 의 eigenvalue kλ 의 eigenvector kx
=  다음 식을 만족한다. ( k n,...,3,2,1 )는

kkk xAx λ= , 0≠kx  ( )nk ,...,3,2,1=                    (4.7) 
 

i), ii)에서 A 의 inverse가 존재함을 보였으므로, (4.7)로부터  

kkk xAx λ1−=                                 (4.8) 

(4.6)으로부터 0≠iλ  ( )이므로 ni ,,2,1 …=

kkk xxA 11 −− = λ                                 (4.9) 
1−A 의 eigenvector가 A 의 eigenvector와 같고, 1−A 의 

이

eigenvector에 대응되는 eigenvalue들이 1−
kλ

로 1−( )n,...,3,2,1k = 므 A 의 eigenvalue들은 
1

1
λ

, 
2

1
λ

, 
3

1
λ

, … , 
nλ

1
. 이다

 
 
 
 
 
 
 



[Problem 5] (10 points) Consider 1st order nonhomogeneous linear ODEs. 
(a) Find the general solution of the following equation based on mathematically logical development 
 

 ( ) ( )y p x y r x′ + =                                (5.1) 

 
Sol.) 식(5.1)은 다음과 같이 나타내어 진다. 

0)( =+− dydxrpy                               (5.2) 
위 식은 다음과 같이 나타낼 수 있다(교재 p.23에서 식(12)).  

0),(),( =+ dyyxQdxyxP                          (5.3) 
따라서, 와 은 다음과 같다. ),( yxP ),( yxQ

1),(,),(
ΔΔ

=−= yxQrpyyxP                          (5.4) 
식(5.3)에 integration factor 를 곱해주면, F

0=+ FQdyFPdx                              (5.5) 
Exactness condition에 따르면, 

)()( FQ
x

FP
y ∂

∂
=

∂
∂

                            (5.6) 

이므로 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

xxyy FQQFFPPF +=+                          (5.7) 

)(xFF = 라고 두면 식(5.7)은 다음과 같이 나타내어 진다. 

xy FQQFFP +′=                             (5.8) 

식(5.8)를 양변을 로 나누면 다음과 같다. FQ

)()(11 xp
x
Q

y
P

Q
R

dx
dF

F
=

∂
∂

−
∂
∂

==                     (5.9) 

위 식을 이용하여 를 구하면 다음과 같다.(p.24의 Theorem1) )(xF

∫=

=

pdx
exF

pdxdF
F

)(

1
                               (5.10) 

구한 를 식(5.5)에 대입하면, )(xF

rdxedypydxe

dyedxrpye

FQdyFPdx

pdxpdx

pdxpdx

∫=+∫

=∫+−∫

=+

)(

0)(

0

                      (5.11) 

식(5.11)은 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

dxxreyed
pdxpdx

)()( ∫=∫                             (5.12) 
식(5.12)의 양변을 적분하면, 

cdxxreye
pdxpdx

+∫=∫ ∫ )(                      (5.13) 

여기에서 는 initial condition에 결정되는 상수이다. c
∫ pdx

e 으로 식(5.13) 양변을 나누면 general solution을 구할 수 있다. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫∫= ∫

−
crdxeexy

pdxpdx
)(                       (5.14) 

 

 



(b) Find the particular solution of the following equation using the formula obtained in 5(a). 
 

.1)1(,2)31( 1 −=+=+−′ − eyxyxy                      (5.15) 
 

 
Sol.)  식 (5.15)에서 (a)번의 general problem에 적용하면, 

)31( 1−+−= xp                                  (5.16) 

2+= xr                                      (5.17) 

이 된다.  

여기서 (5.14)의 결과를 이용하면  

])2([ 33 ∫ ++= −− cdxxxexey xx
                       (5.18) 

를 얻을 수 있다.  

 ∫∫ −−−−−− −−= dxxexedxxe xxx 323 2                      (5.19) 

을 이용해서 식(5.18)의 적분을 계산하면, 

xxcey x −= 3
                                 (5.20) 

을 얻을 수 있다. 초기 조건에서 1)1( −= ey 이므로 1=c 이 된다.  

따라서, 이 문제의 particular solution은 
xxey x −= 3

                                 (5.21) 
임을 알 수 있다.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



[Problem 6] (10 points) Test for the exactness of the following equations. If exact, solve the equations. If not, 
use an integrating factor to solve the equations. 
 
(a)              (6.1

(b)               
 

xdyyxdxy 2sinco2 21 −− =2s ) 

(6.2) dxyxxydy )(2 22 +=  

 
ol.) 
) 

)은 다음과 같이 쓸 수 있다. 

0

S
(a
식(6.1

1 22 cos 2 sin 2y xdx y xdy− −− =     (6.3) 
타낼 수 있다. 위 식은 교재 P.19의 식(1)와 같이 나

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =                 (6.4) 
따라서 ( , )M x y 와 ( , )N x y 는 다음과 같다. 

1

2

( , ) 2 cos 2
( , ) sin 2

M x y y x
N x y y x

−

−−

�
�

        

(6.5) 

식(6.4)가 Exact differential equation인지 판별하기 위해서 교재 P.20의 식(5)를 이용해 보면

음을 얻을 수 있다. 

 다

22 cos 2M Ny x−∂ ∂
= − = (6.6) 

y x∂ ∂          
따라서 식(6.1)은 Exact differential equation이다. 이제 교재 P.21의 식(6)을 이용하여 식(6.

푼다. 

)y

       

(6.7) 

를 구하기 위해 를 에 관해 미분하면 다음과 같다. 

1)을 

( )u Mdx k y= +∫
1

1

2 cos 2 (

sin 2 ( )

y xdx k

y x k y

−

−

= +

= +
∫

 
( )k y  u y

2 sin 2u y x∂ k
y

− ′= − +
∂         

.8) 

식(6.4)에서

(6

 ( , ) uN x y
y
∂

=
∂

이므로 식(6.8)은 아래와 같다. 

x     (6.9) 
위 식(6.9)에서 이므로 의 값은 다음과 같다. 

2 2sin 2 siy x k y− −′− + = − n 2
0k ′ =  k

k c= (c는 상수)    (
 해는 같

 6.10) 
따라서 식(6.1)의  다음과 다. 

1 sin 2x cu y−= +  (6.11)     
정되는 상수이다. 

 

있

0

이 때 c는 Initial condition에 의해 결

(b) 
다음과 같이 쓸 수 다. 식(6.1)은 

2 2( ) 2x y dx xydy+ − =          (6.12) 
 나타낼 수 있다. 위 식은 교재 P.23의 식(12)와 같이

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy+ =       (6.13)    
따라서 ( , )P x y 와 ( , )Q x y 는 다음과 같다. 



2 2, ) ( )
( , ) 2

y x y
Q x y xy

+

−

�
�

(P x

    

(6.14) 

식(6.13)이 Exact differential equation인지 판별하기 위해서 를  보면  교재 P.20의 식(5)  이용해

다음을 얻을 수 있다. 

2P Qy
y x

∂ ∂
= ≠

∂ ∂      

(6.15) 

따라서 식(6.2)는 Exact differential equation이 아니다  

위

. 그러므로 방정식을 풀기에 앞서

Integrating factor를 찾아야 한다. 이를 해 교재 P.23의 식(16)을 사용한다. 

1

1 ( )P QR

2
Q y x

x−

∂ ∂
= −

∂ ∂

= −
    

(6.16) 

이렇게 구한 를 다시 교재 P.24의 식(17)에 대입하면 In R tegration factor를 구할 수 있다. 

( ) exp ( )F x R x dx= ∫
2x−=     

(6.17) 

이제 식(6.2)에 를 곱해주면 식(6.2)는 Exact differential  되 를  P.21의 

 푼

F equation이 고 이  교재

식(6)을 이용하여 다. 

1 2

( )

( )

u FPdx k y

x x y k y−

= +

= − +

∫
    

(6.18) 

를 구하기 위해 를 에 관해 미분하면 다음과 같다. ( )k y  u y
1u x2 y k

y
−∂ ′= − +

∂     

(6.19) 

uFQ
y
∂

=
∂

이므로 다음의 식을 구할 수 있다. 

1 12 2x y k x y− −′− + = −        (6.20) 
위 식(6.20)에서 이므로 의 값은 다음과 같다. 0k ′ = k

k c= (c는 상수)     (6.21) 
따라서 식(6.2)의 해는 다음과 같다. 

1 2u x x y c−= − +      (6.22) 
이 때 c는 Initial condition에 의해 결정되는 상수이다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



[Problem 7] (10 points) Consider the following 2nd order ODE

(1− 2x− x2)y′′ + 2(1 + x)y′ − 2y = 0 (7.1)

(a) Show that y1(x) = x + 1 is a solution of the equation.
(b) Find another solution of the equation using reduction of order (Show
the details of your work and do not use any formula in the textbook).
(c) Show that two solutions are linearly independent using their Wronskian.

sol)

(a) ÅÒ#Q��� solution�̀¦ y��y�� x\� @/K�"f p�ì�r, 2>�p�ì�r�̀¦ ����

y = x + 1 (7.2)

y′ = 1 (7.3)

y′′ = 0 (7.4)

(7.2), (7.3), (7.4)\�¦ (7.1)\� @/{9��#� &ñ
o�����

0 + 2(1 + x)− 2(1 + x) = 0 (7.5)

s�Ù¼�Ð (7.2)��H (7.1)_� solutions���.

(b) (7.1)\�"f y′′, y′_� >�Ãº\�¦ y��y�� ��6£§õ� °ú s� æ¼��.

p(x) , (1− 2x− x2) (7.6)

q(x) , 2(1 + x) (7.7)

another solution�̀¦ y2�� ��¦ ��6£§õ� °ú ���¦ ���.

y2 = u · y1 (7.8)

y2 _� x\� @/ô�Ç p�ì�r, 2>�p�ì�r�̀¦ ½̈����

y′2 = u′y1 + uy′1 (7.9)

1



y′′2 = u′′y1 + 2u′y′1 + uy′′1 (7.10)

(7.9), (7.10) \�¦ (7.1)\� V,��¦ u, u′, u′′\� @/K�"f &ñ
o�����

p(x)u′′y1 + (2y′1 + q(x)y1)u′ + (p(x)y′′1 + q(x)y′ − 2y1) = 0 (7.11)

(7.2), (7.3), (7.4)\�¦ V,��¦ ��r� æ¼���

p(x)(1 + x)u′′ + 4u′ = 0 (7.12)

U , u′�� ¿º���

U ′ +
4U

p(x)(1 + x)
= 0 (7.13)

(7.13)�Ér ��6£§õ� °ú s� jþt Ãº e����.

dU

U
= − dx

(1− 2x− x2)(1 + x)
(7.14)

dU

U
= −(

2 + 2x

1− 2x− x2
+

2
1 + x

) = (
2 + 2x

x2 + 2x− 1
− 2

1 + x
) (7.15)

U\�¦ ½̈����

ln|U | = ln|x2 + 2x− 1| − 2 · ln|1 + x| (7.16)

U =
x2 + 2x− 1

(x + 1)2
= 1− 2

(1 + x)2
= u′ (7.17)

����"f U\�¦ &h�ì�r�#� u\�¦ ½̈����

u = x +
2

1 + x
(7.18)

����"f y2��H ��6£§õ� °ú ��.

y2 = u · y1 = x2 + x + 2 (7.19)
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(c) solution y1, y2�Ð ÂÒ'� Wroskian�̀¦ ½̈����

W (y1, y2) =


y1 y2

y′1 y′2

 =


x + 1 x2 + x + 2

1 2x + 1

 = x2 + 2x− 1 (7.20)

(b)\�"f &ñ
_�ô�Ç p(x), q(x)�� continous��¦

(7.20)�̀¦ 0s� ÷&>� ���H x°úכs� �>rF� �Ù¼�Ð

Theorem. 2(Sec2.6)\� _�K�"f ¿º solution�Ér linearly independent���.
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