
Introduction to Quantum Mechanics 

2007 1st Semester-Prof. Byoungho Lee 

Midterm Exam 2 Solution 

 

다음의 풀이는 조교의 풀이 방법으로 다른 풀이 방법이 존재할 수 있으며, 합당한 답안에 대해서

는 맞게 채점하였습니다.  

 

1. (25점) 조화진동자(harmonic oscillator)에서 어떤 state가 annihilation operator aො 의 

eigenstate라고 하며 이 때 eigenvalue는 복소수 α라고 한다. 이 state를 number state 

|n>의 superposition으로 표현하시오. (힌트: aො|n>=? 이를 어떻게 이용할지 잘 생각) 

 

ˆ | | 1a n n n>= − >  
(annihilation operator의 성질 기술: 5점) 
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(number stater의 선형 결합으로 나타내고 좌우변 정리: 5점) 
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(점화식 유도를 통해 계수를 C0로 전개: 5점) 
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(normalization 조건 기술: 5점) 
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(각 계수 전개 식의 지수 형태로의 변환 등의 마무리: 5점)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. (25점) Resonant tunneling diode에서 입사하는 전자의 에너지에 따른 투과계수의 그래프

의 대략적 모양을 그리시오(전자의 에너지가 potential barrier보다 낮은 경우와 높은 경우 

모두 포함). 그 그래프에서, 장벽 사이의 간격(potential 우물의 폭)이 좁아지면 그래프에 

어떤 변화가 생기겠는가? 그 이유는? 장벽의 두께가 얇아지면 어떤 변화가 생기겠는가? 

그 이유는? 

 

1) 전자의 에너지가 포텐셜 장벽에 비해 작은 경우와 큰 경우의 투과 계수 대략적인 투

과 계수 그래프 

(포텐셜 장벽이 0.3 eV로 가정하고 그린 그림) 

 
 

2) 장벽 사이의 간격이 좁아질 경우의 그래프 변화 

 
 장벽 사이의 간격이 줄어들면 포텐셜 우물 내의 가능한 에너지 레벨의 에너지 값이 

증가하게 되고 이에 따라 resonant tunneling을 일으키기 위해선 전자의 에너지도 더 

높아져야 한다. 또한 가능 에너지간의 간격도 증가하여 투과계수의 peak 간격도 벌

어지게 된다. 

 

3) 장벽의 두께가 얇아질 경우의 변화 



 
 장벽의 두께가 얇아지면 전자의 터널링 확률이 증가하게 되고 이에 따라 기존에 비

해 적은 에너지로도 resonant tunneling이 가능해진다. 그래프에서 보면 peak를 이루

는 전자의 에너지가 감소한 것을 확인할 수 있다. (교수님 comment :  비슷한 에너지

의 resonance peak의 폭은 넓어진다.) 

 

1) 투과율 그래프 

E<U : 5점, E>U : 4점 

2) 장벽사이 간격이 줄어들 때 

그래프 

(가능답안) Peak 수가 적어진다/Peak가 오른쪽으로 이동한다/Peak 간격이 넓어진다 : 4점 

원인 

(가능답안) 양자 우물 내 allowed 에너지값 증가/반사파와의 관계로 설명/수식 추출 : 4

점 

3) 장벽 두께가 줄어들 때 

그래프 

(가능답안) Peak가 넓어진다/투과계수가 전반적으로 상승한다 : 4점 

원인 

(가능답안) 장벽이 얇아질수록 터널링 확률 증가 : 4점 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. (20점) Hydrogen-like atom (원자번호 Z)에서 모든 파동함수의 꼴을 여러분이 외우지는 못

하겠지만, 숙제를 위해 고민을 했기 때문에 기본적인 것은 기억하리라 믿는다. 

ψଶଵ଴ሺr, θ, Ԅሻ, ψଶଵିଵሺr, θ, Ԅሻ, ψଶଵଵሺr, θ, Ԅሻ, ሾψଶ୮ሿ୶ , ሾψଶ୮ሿ୷들을 구하시오.  

(계수들을 정확히 구할 필요는 없지만, 원점에서의 거리와 각도 등에 대해 어떻게 변하는

지를 수식으로 표현해야 함.)  

 

The stationary states for any central force are 
ψሺr, θ, Ԅ, tሻ ൌ  RሺrሻY୪

୫ౢሺθ, Ԅሻeି୧ன୲ 

 

Therefore, 

ψଶଵ଴ሺr, θ, Ԅሻ ൌ RଶଵሺrሻYଵ
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각 문항당 4점씩 계산 

ૐ૛૚૙ሺܚ, ી, ૖ሻ, ૐ૛૚૚ሺܚ, ી, ૖ሻ, ૐ૛૚ି૚ሺܚ, ી, ૖ሻ의 경우 계수가 틀리지만 전반적인 수식이 맞다면 

맞게 하였음. 

ሾૐ૛ܘሿܠ 의 경우와 ሾૐ૛ܘሿܡ의 경우에 ૚
√૛

ሼૐ૛૚૚ ൅ ૐ૛૚ି૚ሽ, ૚
√૛

ሼૐ૛૚૚ െ ૐ૛૚ି૚ሽ에 대한 점수가 각

각 2점씩임. 마지막 부분에 원점에서의 거리와 각도 계산이 전부 들어간 경우에만 각각 

4점을 주어서 8점으로 처리함. 



과정에서 사소한 계산 실수는 1점씩 감점하였음. (정확한 계수가 아니라 과정에서 나오는 

실수일 경우에만 감점 처리) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. (15점) Hଶ
ା에서 두 양성자 간의 거리에 따른 Hଶ

ା의 에너지의 대략적 그래프를 그리고 그렇

게 되는 이유를 설명하시오. 

 

양성자 둘, 전자 하나로 이루어진 구조를 생각할 때 양성자 둘이 서로 거리를 두고 떨어

져 있을 때 전자가 가질 수 있는 파동 함수의 형태는 아래와 같이 두 가지 경우가 있다. 

(대칭적인 형태와 비대칭적인 형태) 

 
이 경우, 전자의 발견 확률은 두 경우에 따라 아래와 같이 달라진다. 

 
이 때, 대칭적인 형태를 띠는 경우(왼편), 두 양성자 사이에 전자가 존재할 확률이 어느 

정도 있기 때문에 양성자간의 거리가 0일 때 보다 조금 띄어져 있을 때에 양성자 간의 

반발력을 없애주는 작용을 한다. 이를 양성자간의 거리에 대한 그래프로 그려보면 다음 

페이지와 같다. 

 



 
E+는 대칭적인 구조에 대한 전자의 에너지이고 E-는 비대칭적인 구조에 대한 전자의 에

너지이다. 이것이 양성자 둘이 갖는 위치 에너지 Up에 더하여진 결과가 각각 Up+E+, 

Up+E-이다. 즉, 대칭적인 구조에서는 전자의 에너지가 위치 에너지를 상쇄시켜서 어느 정

도의 양성자간의 거리가 어느 정도 떨어져 있을 때에 극소점이 나타나 이 거리에서 결합

을 유지하는 반면, 비대칭적인 구조에서는 이러한 극소점이 존재하지 않아서 기울기에 

해당하는 만큼의 반발력이 생겨 계속 멀어지게 된다. 

 

* 자세한 설명은 다를 수 있기 때문에 아래와 같은 기준으로 채점하였습니다. 

- Up+E+ 곡선의 그림: 5점 

- Up+E- 곡선의 그림: 5점 

- 곡선의 모양에 대한 설명: 5점 

감점 사유: 

1. E+와 E-의 구분이 없으면 1점 감점 

2. 오른쪽 수렴점이 틀린 경우: 1점 감점 

3. Up+E+ 곡선의 설명이 틀린 경우: 2점 감점 

4. Up+E- 곡선의 설명이 틀린 경우: 2점 감점 



5. (15점) 파동함수의 exchange symmetry와 관련하여 boson과 fermion이 어떻게 다르며 그 

특성이 어떠한지를 반페이지 이내로 설명하시오. 

 

Boson이나 Fermion같은 입자들은 두 입자간의 구분이 불가능하다. (Indistinguishable) 

따라서 다음과 같은 식을 만족해야 한다.  

 
|ψሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ|ଶ ൌ |ψሺrଶሬሬሬԦ, rଵሬሬሬԦሻ|ଶ 

(Probability density for finding one electron at ܚୟ) 

 

이를 Exchange symmetry라 한다.  

그러므로 이에 대한 Solution은 두 가지가 존재할 수 있는데, 

 
ψሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ ൌ ψሺrଶሬሬሬԦ, rଵሬሬሬԦሻ 

ψሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ ൌ െψሺrଶሬሬሬԦ, rଵሬሬሬԦሻ 
 

전자의 경우가 Boson에 해당하며(예를 들어 Photon), 후자의 경우가 Fermion에 해당된다

(Electron). 

 

맞게 썼을 경우 5점 

설명 없고 식만 썼을 경우에 2점  

구분이 불가능하다는 말을 쓰지 않을 경우 감점 1점 

 

특성 

Boson의 경우,  

ψୟୠሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ ൌ  ψୟሺrଵሬሬሬԦሻψୠሺrଶሬሬሬԦሻ ൅ ψୟሺrଶሬሬሬԦሻψୠሺrଵሬሬሬԦሻ   (2점) 

이며 a=b라면 ψୟୟሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ ൌ  ψୟሺrଵሬሬሬԦሻψୟሺrଶሬሬሬԦሻ ൅ ψୟሺrଶሬሬሬԦሻψୟሺrଵሬሬሬԦሻ ൌ 2ψୟሺrଵሬሬሬԦሻψୟሺrଶሬሬሬԦሻ ് 0이 되어 같은 

상태의 photon이 존재할 수 있다는 것을 알 수 있다.    (여기까지 쓰면 3점) 

(교수님 comment : ૐ܉ሺܚ૚ሬሬሬԦሻૐ܉ሺܚ૛ሬሬሬԦሻ 보다 큰 것을 볼 수 있다. 참고 – Bose-Einstein 

condensation) 

 

완벽히 쓴 경우 5점 (Bose-Einstein condensation까지 설명한 경우에만 5점) 

 

Fermion의 경우  

ψୟୠሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ ൌ  ψୟሺrଵሬሬሬԦሻψୠሺrଶሬሬሬԦሻ െ ψୟሺrଶሬሬሬԦሻψୠሺrଵሬሬሬԦሻ    (2점) 

ψୟୠሺrଶሬሬሬԦ, rଵሬሬሬԦሻ ൌ  ψୟሺrଶሬሬሬԦሻψୠሺrଵሬሬሬԦሻ െ ψୟሺrଵሬሬሬԦሻψୠሺrଶሬሬሬԦሻ =െψୟୠሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ  

여기서 a=b라면 ψୟୟሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ ൌ  ψୟሺrଵሬሬሬԦሻψୟሺrଶሬሬሬԦሻ െ ψୟሺrଶሬሬሬԦሻψୟሺrଵሬሬሬԦሻ ൌ 0이 되어 |ψୟୟሺrଵሬሬሬԦ, rଶሬሬሬԦሻ|ଶ ൌ 0이 

되는데 이는 파울리의 배타원리(exclusion principle)와 맞는 결과임을 알 수 있다. 즉, 같

은 상태의 두 전자가 존재할 확률은 ‘0’이라는 말이 되기 때문이다. (5점) 

 

파울리의 배타원리에 대한 언급이 없을 경우 2점 감점 


