
[1] (5점) Set {(1,  1,0),  (1,  0,  1),  (2,  1,   1)} 가 span하는 vector space는 몇차원 공

간인가? 

답. 

[
1 1 2
1 0 1
0 1 1

]
𝑒.𝑟.𝑜
→  [

1 1 2
0 1 1
0 1 1

]
𝑒.𝑟.𝑜
→  [

1 1 2
0 1 1
0 0 0

]
𝑒.𝑟.𝑜
→  [

1 0 1
0 1 1
0 0 0

] 

따라서 {(1,  1,0),  (1,  0,  1)} 만 linearly independent 하므로 이 집합으로 span 되

는 공간은 2차원 공간이다. 

 

[2] (5점)  𝑋 ≔ [𝑥1 𝑥2     𝑥3],   𝑥𝑖  는  2차원  column 벡터이다.   𝑋
𝑇𝑋과 𝑋𝑋𝑇 를 계산하

고 각각의 차원(m× n형태)을 구하시요.   

 답.  

𝑋𝑇𝑋 = [

𝑥1
𝑇

𝑥2
𝑇

𝑥3
𝑇

] [𝑥1 𝑥2   𝑥3] = [

𝑥1
𝑇𝑥1 𝑥1

𝑇𝑥2 𝑥1
𝑇𝑥3

𝑥2
𝑇𝑥1 𝑥2

𝑇𝑥2 𝑥2
𝑇𝑥3

𝑥3
𝑇𝑥1 𝑥3

𝑇𝑥2 𝑥3
𝑇𝑥3

] → 3 × 3  matrix  

 

   𝑋𝑋𝑇 = [𝑥1 𝑥2   𝑥3] [

𝑥1
𝑇

𝑥2
𝑇

𝑥3
𝑇

] = 𝑥1𝑥1
𝑇 + 𝑥2𝑥2

𝑇 + 𝑥3𝑥3
𝑇   → 2 × 2     matrix 

 

[3] (5점)  𝐴 = [
1 2 −1
−2 −4 2

]  의 𝐶(𝐴),  𝑁(𝐴) 를 구하고 각 벡터공간의 차원과 

basis를 제시하시오.  

답. 

𝐶(𝐴) = {𝑐 [
1
−2
] |𝑐 ∈ 𝑅} ,  dimension =  1, basis = {[

1
−2
]}  

𝑁(𝐴) = {[
𝑥
𝑦
𝑧
] |𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 0} = {𝑠 [

−2
1
0
] + 𝑡 [

1
0
1
] |𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅} ,  dim. =  2,  basis =

{[
−2
1
0
] , [
1
0
1
]} 

 

[4] (5 점)  𝐴가 m× n (m ≠ n) marix 일 때, Singular value decomposition을 하면 𝐴 =

𝑈Σ𝑉∗  로 나타낼 수 있다. 여기서 Σ는 일부의 대각 요소에 singular value 가 

위치하고 나머지 요소는 모두 0인 m× n matrix 이다. Ax=b 이 해가 무수히 많을 

때 ‖𝑥‖ 이 가장 적은 해를 구하시오.  

답.  

Psuedo inverse 를 구하면, 𝑥 = 𝐴†𝑏 = 𝑉Σ†𝑈∗𝑏 이 된다.   

  



[5] (5점)  Kullback – Leibler divergence 𝐷𝑝(𝑋,𝑌)‖𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) = 0  이면 Mutual 

information 𝐼(𝑋, 𝑌)의 값은 얼마인가? 왜 그렇게 되는지 이유를 쓰시오. 
답. 

𝐷𝑝(𝑋,𝑌)‖𝑝(𝑋)𝑝(𝑌) = 0 이면 𝑝(𝑋, 𝑌)와 𝑝(𝑋)𝑝(𝑌)의 분포가 같아서 𝑋, 𝑌 는 

independent 하다. 따라서 𝐼(𝑋, 𝑌)=0이다. 

 

[6] (5점)  다음의 확률 값이 주어져 있다.  

𝑃(𝑋 = 0|𝑌 = 0) =
2

3
,  𝑃(𝑋 = 1|𝑌 = 0) =

1

3
,   

𝑃(𝑋 = 0|𝑌 = 1) =
3

8
,  𝑃(𝑋 = 1|𝑌 = 1) =

5

8
,   

𝑃(𝑌 = 0) = 1/5,   𝑃(𝑌 = 1) = 4/5 

𝐻(X, Y) = − ∑ ∑ 𝑝(𝑥, 𝑦) log 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑦𝑥 를 구하시요. 계산은 하지 마세요.. 
답. 

𝐻(𝑋, 𝑌) = − ∑ ∑ 𝑝(𝑥|𝑦)𝑝(𝑦) log 𝑝(𝑥|𝑦)𝑝(𝑦)𝑦𝑥   

      = −
2

3
 
1

5
𝑙𝑜𝑔

2

3
 
1

5
−
1

3
 
1

5
𝑙𝑜𝑔

1

3
 
1

5
−
3

8
 
4

5
𝑙𝑜𝑔

3

8
 
4

5
−
5

8
 
4

5
𝑙𝑜𝑔

5

8
 
4

5
 

 

[7] (5점)  동전을 던졌을 때, 앞이 나오는 경우 확률변수 X는 0이되고, 뒤가 나오

는 경우는 X가 1이된다. 앞이 나올 확률은 1/3, 뒤가 나올 확률은 2/3이다.  이 

확률 변수 X가 가지는 entropy는 얼마인가? 

답. 

𝐻(𝑋) = −
1

3
log

1

3
−
2

3
log

2

3
  

 

[8] (5점)  𝐶𝑝||𝑞(𝑥;𝑊) = −∑ ∑ 𝑝𝑘(𝑥) log 𝑞𝑘(𝑥;𝑊)𝑘𝑥 에서 신경망의 입력 𝑥  에 대해 

신경망의 k 번째 노드의 출력이 𝑞𝑘(𝑥;𝑊) 이고 desired 출력이 𝑝𝑘(𝑥)  이다. 

𝐶𝑝||𝑞(𝑥;𝑊)가 0이 되도록 𝑊를 학습하게 되면 어떤 결과를 가져오는가? 
답. 

𝑞𝑘(𝑥;𝑊)가 desired 출력 𝑝𝑘(𝑥)와 같아지게 된다.  

 

  



[9] (각 5점)  두 class를 분류하는 classifier는  𝑦 = 𝑤𝑇𝑥 + 𝑏로 주어진다. 즉, 

입력 패턴 𝑥 에 대해 𝑦 가 양수이면 label을 +1로 부여하고,  𝑦 가 음수이면 

label을 -1로 부여한다. 정확한 label을 부여하도록 하기 위한 𝑤 값은 𝑛개의 

훈련 데이터 {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)|𝑖 = 1,… , 𝑛} 를 이용하여 학습에 의해 구해진다. 이때, class 

간의 margin(비무장지대)을 최대로 하는 Support Vector Machine(SVM)은 다음의 

최적화문제를 풀어서 𝑤를 구한다.  

minimize
𝑤

 
1

2
𝑤𝑇𝑤  

subject to      𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1,   𝑖 = 1,… , 𝑛  

 

A. Lagrangian 𝐿(𝑤, 𝛼)는 아래와 같이 주어지는데 괄호 안에 들어갈 수식은? 

𝐿(𝑤, 𝛼) =
1

2
𝑤𝑇𝑤 − ∑ 𝛼𝑖(

𝑛
𝑖=1                                                 )   

B. KKT 4번째 조건인 ∇𝑤𝐿(𝑤, 𝛼) = 0 을 만족하는 𝑤를 구하시오. 

C. KKT 3 번째 조건은 무엇인가? 이 조건은 support vector가 아닌 패턴에 

해당하는 𝛼𝑖가 0이 된다는 것을 의미한다. 왜 그런가? 

D. B에서 구한 𝑤를 𝐿(𝑤, 𝛼)에 대입하며 dual 함수 𝐿(𝛼) = −
1

2
𝛼𝑇𝑄𝛼 + 𝛼𝑇𝟏를 

구할 수 있고 이를 최대로 하는 𝛼 를 구해서 B에서 구한 식에 대입하여 

최종 𝑤를 구한다. 여기서 𝛼 는 𝛼𝑖를 요소로 하는 column vector이고 𝟏은 

모든 요소가 1인 column vector이다.  𝐿(𝛼)를 최대로 하는 𝛼 를 

구하시요.  

 

답. 

A. 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1  

B. 𝑤 = ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1   

C. 𝛼𝑖(𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1) = 0, 여기서 support vector가 아닌 패턴에 

대해서는 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1 ≠ 0이다. 따라서 𝛼𝑖 가 0이 될 수밖에 없다. 

D. ∇𝛼𝐿(𝛼) = 0 → −Qα + 𝟏 = 𝟎 → α = 𝑄
−1𝟏 

 

  



[10] (각 5점)  Softmax(σ)를 출력노드의 activation 함수로 쓰는 신경망의 loss는 

cross entropy를 사용한다. 그리고 은닉층 노드의 activation 함수는 사용하지 

않는다. 신경망의 출력 노드는 2개이며, 은닉층은 하나만 있으며, 3개의 노드를 

가지고 있다. 입력층 노드는 2개이다. 2개의 입력값을 𝑥1, 𝑥2, 출력층의 각 노드의 

출력을 𝑜1, 𝑜2, 은닉층 각 노드의 출력을 ℎ1, ℎ2, ℎ3 라고 표시한다. 그러면 이 

신경망의 matrix-vector form은 아래와 같다. 

[

ℎ1
ℎ2
ℎ3

] = [

𝑣11 𝑣12
𝑣21 𝑣22
𝑣31 𝑣33

] [
𝑥1
𝑥2
] 

[
𝑜1
𝑜2
] = [

σ 0
0 σ

] ° [
𝑤11 𝑤12 𝑤13
𝑤21 𝑤22 𝑤23

] [

ℎ1
ℎ2
ℎ3

] 

A. Desired 출력을 𝑡1, 𝑡2,라고 했을 때 error signal vector 𝛿𝑜 = [
𝛿𝑜1
𝛿𝑜2
]를 

구하시요. 

B. 은닉층 error signal vector 𝛿ℎ = [

𝛿ℎ1
𝛿ℎ2
𝛿ℎ3

] 를 구하시요. 

C, D. 𝑊 = [
𝑤11 𝑤12 𝑤13
𝑤21 𝑤22 𝑤23

] , 𝑉 = [

𝑣11 𝑣12
𝑣21 𝑣22
𝑣31 𝑣33

]  라고 했을 때, error 

backpropagation에 의한 W, V의 update는 아래 식으로 이루어진다. 

𝑊𝑛𝑒𝑤 = 𝑊𝑜𝑙𝑑 + Δ𝑊, 𝑉𝑛𝑒𝑤 = 𝑉𝑜𝑙𝑑 + ΔV. 

Δ𝑊, ΔV를 learning rate η, [
𝛿𝑜1
𝛿𝑜2
] , [

𝛿ℎ1
𝛿ℎ2
𝛿ℎ3

] , [

ℎ1
ℎ2
ℎ3

] , [
𝑥1
𝑥2
] 를 이용하여 구하시요.  단, 

연산시 dimension이 맞도록 필요시column vector를 적절하게 row vector

로 바꾸어 사용하시요. 

 

답. 

A. 𝛿𝑜 = [
𝛿𝑜1
𝛿𝑜2
] = [

𝑡1 − 𝑜1
𝑡2 − 𝑜2

] 

B. 𝛿ℎ = [

𝛿ℎ1
𝛿ℎ2
𝛿ℎ3

] = [

𝑤11 𝑤21
𝑤12 𝑤22
𝑤13 𝑤23

] [
𝛿𝑜1
𝛿𝑜2
] 

C. Δ𝑊 =  η [
𝛿𝑜1
𝛿𝑜2
] [ℎ1 ℎ2 ℎ3],  

D. Δ𝑉 =  η [

𝛿ℎ1
𝛿ℎ2
𝛿ℎ3

] [𝑥1 𝑥2],  

  



[11] (5점)  n 개의  2-차원 벡터 샘플 집합 {𝒙1, . . , 𝒙𝑛}   의 평균 백터는 𝑚 =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1  로 주어진다. 𝒙𝑘 −𝑚 백터를 크기가 1인 벡터 𝑒가 span 하는 공간에 

projection 하면 크기가 얼마가 되는가?   

 

답: |(𝒙𝑘 −𝑚)
𝑇𝑒|,   (𝒙𝑘 −𝑚)

𝑇𝑒 = 𝑒𝑇(𝒙𝑘 −𝑚)    도 정답처리. 

 

[12] (5점)  2차원 공간의 데이터로부터 구한 평균 𝑚 이 (
1
2
) 라고 하자. 데이터의 

Scatter matrix S의 orthonormal eigenvector가 (
1/√5

2/√5
)  (

1/√5

−2/√5
)  이고 각각의 

eigenvalue가 2, 1 일 때, 벡터 (
4
3
)을 1차원 값으로 projection 하였을 때 

projection error가 가장 적은 1-st principal component를 구하시오.  

 

답: 𝑎1 = e1
𝑇(𝒙𝑘 −𝑚) = [1/√5 2/√5] ([

4
3
] − [

1
2
]) =

5

√5
= √5  

 

[13] (5점)  Simple linear regression model이 아래와 같다. 

           𝑌 = 𝜃0 + 𝜃1𝑋 + 𝜖 

Correlation coefficient는 ρ(𝑌,  𝑋) =
1

𝑛−1
∑ (

𝑦𝑖−�̅�

𝜎𝑦
) (

𝑥𝑖−�̅�

𝜎𝑥
)𝑛

𝑖=1 으로 주어진다. 이때 

100개의 pair data {((𝑥𝑖, 𝑦𝑖)| 𝑖 = 1,… , 100} 로 regression 하였더니 𝜃0 = 3, 𝜃1 =

−5로 추정되었다.  ρ(𝑌,  𝑋)이 부호는?  

 

답: 음수,  ρ(𝑌,  𝑋)는 𝜃1과 부호가 같으므로 음수이다. 

 

[14] (5점)  일반적인 regression 문제는 아래와 같이 주어진다.  

𝒚 = Φ𝜃 + 𝝐,    

이를 Least Squares Estimation을 하면 아래 최적화 문제를 풀어야 한다. 

𝜃 = argmin
𝜃

‖𝝐‖2 = ‖𝒚 − Φ𝜃‖2 ≅ 𝑆(𝜃) 

𝜃 의 closed form solution을 유도하시오.   

답:  

𝛻𝜃(𝒚 − 𝛷𝜃)
𝑇(𝒚 − 𝛷𝜃) = 0 at  𝜃 

    2𝛷𝑇(𝒚 − 𝛷𝜃) = 0    

    𝛷𝑇𝒚 − 𝛷𝑇𝛷𝜃 = 0   
    𝜃 = (𝛷𝑇𝛷)−1𝛷𝑇𝒚   

 



[15] (5점)  Regression model  𝑦𝑖  = 𝜃0 + 𝜃1𝑥𝑖 + 𝜖𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛 의 fitting 정확도를 

측정하는 𝑅2을 구하는 식을 쓰시오. 

 

답: 𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦𝑖−�̂�𝑖)2
𝑛
𝑖=1

∑ (𝑦𝑖−�̅�)2
𝑛
𝑖=1

, 여기서 �̅�는 {𝑦𝑖}의 평균이고, �̂�𝑖는 fitting 매개변수에 

의해 추정된 𝑦𝑖 값이다. 

 

[16] (5 점)  Elastic Regression 에서 목적함수에 추가되는 regularization 항은 

무엇인가? 

답: 𝛾1‖𝜃‖2
2 + 𝛾2‖𝜃‖1   

 

[17] (각 5점)  p 차원의 독립 랜덤 변수 벡터의 관측 값 n개를 column vector로 

하는 행렬을 X라고 하면 X = [𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛]과 같다. 평균을 0이 되도록 조정된 

값이다.  

 

A.  Data {𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛} 의 Scatter matrix S를 X를 이용하여 표현하면?  

답: S = X𝑋𝑇    

 

B. 𝑝 × 𝑛 차원의 𝐗를 𝑞 × 𝑛 차원의 𝐙벡터로 차원을 축소하고자 한다. 이를 위

해 𝐙 = �̅�𝑇𝐗를 이용하여 구한다. 다음 중 틀린 내용은?  

 

(1)  �̅�  의 column들은 S의 eigenvalue가 큰 순서대로 q개에 해당하는 

orthonormal eigenvector 들이다.  

(1)  𝜃 = (𝐙𝒁𝑻)−1𝐙𝒚 이 된다.  

(2)   𝒚 = 𝐗𝑇𝜃 + 𝝐 대신에 𝒚 = 𝐙𝑻𝝑 + 𝝐 를 이용하여 regression을 하면 

underfitting 문제를 완화할 수 있다. 

(3)  𝒚 = 𝐗𝑇𝜃 + 𝝐대신에 𝒚 = 𝐙𝑻𝝑 + 𝝐를 이용하여 regression을 하면 계산량

이 줄어든다. 

(4) 틀린 내용 없음 

답: (3), underfitting이 아니고 overfitting을 완화하는 효과가 있음.  

  



[18] (5점) Gaussian Process Regression에서는 𝑦 = 𝑓(𝐱) + 𝜖에서 𝑓(𝐱)의 분포를  

𝒇(𝒙)~ 𝑵(𝝁𝒇(𝐱),  𝒌(𝐱,  𝐱
′))  로 가정을 하고 𝝁𝒇(𝐱) = 𝔼[𝒇(𝐱)], 

𝒌(𝐱,  𝐱′) = 𝔼 [(𝒇(𝐱) − 𝝁𝒇(𝐱)) (𝒇(𝐱′) − 𝝁𝒇(𝐱′))]를 구하는 것이 목적이다. 다음 중 

틀린 내용은?   

(1)  𝒇(𝐱)를 모르므로 x 값 만을 이용하여 𝒌(𝐱,  𝐱′) 를 구하는 함수를 kernel

이라고 한다.  

(2)  Kernel 함수를 𝑘(𝐱,  𝐱′) = 𝜎𝑓
2𝐞𝐱𝐩(−

1

2𝜆
(𝐱 − 𝐱′)𝑇 (𝐱 − 𝐱′))  로 선택했을 때, 

𝒇(𝐱)와 𝒇(𝐱′)간의 연관성은 𝐱 와 𝐱′의 거리가 클 수록 낮아지는데, 낮아지

는 정도는 𝜆 값이 작을수록 더 천천히 낮아진다.   

(3)  𝜎𝑓
2 값이 크면 𝐱 의 변동에 𝒇(𝐱)가 크게 변동한다는 것을 의미한다. 

(4)  최적 𝜆, 𝜎𝑓
2 는 𝑝(𝐲|𝐗)를 최대로 하도록 구한다.  

(5)  틀린 내용 없음 

답: (2) 낮아지는 정도는 𝜆 값이 작을수록 더 급격히 낮아짐..  

 

 

[19] (5점)  Kalman filter에서 추정해야 할 상태 값은 𝑥𝑘
𝑎 = 𝐸[𝑥𝑘|𝑧𝑘,… , 𝑧1]이다. 여기

서 𝑥𝑘
𝑎 = 𝐸[𝑥𝑘|𝑧𝑘−1,… , 𝑧1] + 𝐸[𝑥𝑘|𝑧𝑘]= 𝑥𝑘

𝑓
+ 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑘𝑥𝑘

𝑓
)로 구한다. 𝐾𝑘를 Kalman 

Gain이라고 한다. 다음 중 틀린 내용은?   

 

(1)  𝑥𝑘
𝑓
는 𝑥𝑘

𝑓
= 𝐴𝑘−1𝑥𝑘−1

𝑎 + 𝐵𝑘−1𝑢𝑘−1식으로부터 구한다.  

(2)  𝐾𝑘 는 estimation error covariance matrix 

 𝑃𝑘 = 𝐸[(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘
𝑎)(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘

𝑎)𝑇]의 trace를 최소로 하도록 구한다.  

(3)  𝑧𝑘 −𝐻𝑘𝑥𝑘
𝑓
 값의 의미는 새로 관측된 출력 𝑧𝑘 와 𝑘 − 1 까지의 관측데이

터부터 prediction된 출력 �̂� 𝑘간의 오차이다.  

(4)  Kalman filter는 visual tracking 문제에도 적용할 수 있다.   

(5)  틀린 내용 없음 

답: (5) 

  



[20] (5점)  병원에서 암표지자 검사를 받아서 표지자 값이 x = 3.2 가 나왔다. 이 

값으로 posteriori 확률을 계산하였더니 암일 확률이 0.1이다. 정상인을 암환자로 

판정할 시 risk를 1으로 하고 암환자를 정상인으로 판단시 risk 는 10로 준다. 정

확히 판정하는 경우 risk는 0으로 한다. Expected risk 에 기반하여 암 환자 여부를 

판단하시오. 

답:  

정상으로 판단시 

 risk 𝑅(𝛼1|𝑥 = 3.2) = 𝜆12𝑝 (암|𝑥 = 3.2) = 10 × 0.1  

암환자로 판단시  

risk 𝑅(𝛼2|𝑥 = 3.2) = 𝜆21𝑝 (정|𝑥 = 3.2) = 1 × 0.9      

𝑅(𝛼2|𝑥 = 3.2) <  𝑅(𝛼1|𝑥 = 3.2)  이므로 암환자로 판정한다. 

 

[21] (5점)  동전을 100번 던져서  head가  40번 나오고  tail이 60번 나왔다.    

Head가 나올 확률 𝜇1 과 tail 이 나올 확률 𝜇2  를 Bayesian learning 으로 

추정하려고 한다.    

𝜇𝑖 는 Dirichlet 분포를 따른다. Prior 분포 𝑝(𝜇1, 𝜇2|𝛼1, 𝛼2) 에서 

hyper-parameter 가 𝛼1 = 10, 𝛼2 = 20로 주어 졌을 때,  

𝜇1, 𝜇2 를 추정하시오.  

답:  

𝜇1 =
𝑐1+𝛼1

∑ (𝑐𝑖+𝛼𝑖)𝑖
=
40+10

130
=

5

13
  

𝜇2 =
𝑐2+𝛼2

∑ (𝑐𝑖+𝛼𝑖)𝑖
=
60+20

130
=

8

13
  

  



[22] (5점)  관측된 10개의 word 𝑤𝑖 를 MCMC 로 clustering 하려고 한다. 

Vocabulary 는 6개이고, cluster 수는 2개라 가정한다. Gibbs sampling을 위해 

p(𝑧𝑖|𝑧−𝑖)를 산출하여 sampling 하여 아래 표와 같이 cluster label을 assign 

하였다. 𝑤𝑖와 𝑧𝑖는 multinomial 분포를 갖는다. 𝑤𝑖와 𝑧𝑖의 분포의 파라미터 φ, θ 

를 inference 하기위해 아래 표 결과로부터  

 ℎ𝜃(𝑘) = ∑ 𝛿(𝑧𝑖 − 𝑘), ℎ𝜙(𝑘, 𝑣) = ∑ 𝛿(𝑤𝑖 − 𝑣)𝛿(𝑧𝑖 − 𝑘) 
10
𝑖=1   10

𝑖=1 를 산출해야 한다. 

ℎ𝜃(2), ℎ𝜙(1,3), ℎ𝜙(2,3)를 구하시오. 

𝑖 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

𝑤𝑖 1 3 2 3 3 5 4 1 6 

𝑧𝑖 1 2 2 2 1 1 2 1 2 

 

답: ℎ𝜃(2) = 5, ℎ𝜙(1,3) = 1, ℎ𝜙(2,3) = 2 


