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1. Single‐mode Flutter and Buffeting Theory

1



Seoul National University
Structural Design Laboratory

▶Basic assumption
 The eigen‐frequencies are well spaced out on the frequency axis.
 The cross sectional shear center is assumed to coincide (or nearly coincide) 

with the centroid.
 There are no other significant source of mechanism or flow induced 

coupling between the three displace component (horizontal, vertical or 
torsion).
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Concept of single mode single component
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▶Features
 Coupling between modes may be ignored.
 Each mode shape only contains one component, i.e. any of the Nmod mode 

shapes is purely horizontal, vertical or torsion.
 The variance of a displacement component is the sum of all variance 

contributions from excited modes containing displacement components 
exclusively in the y, z or θ direction.
• ௬ଶߪ is the sum of all variances associated with the relevant number of 
modes containing only horizontal displacement.

௬ଶߪ

௭ଶߪ

ఏଶߪ
ൌ

∑ ࢟࢏࣌
૛

࢟࢏

∑ ࢠ࢏࣌
૛

ࢠ࢏
∑ ࣂ࢏࣌

૛
ࣂ࢏

3

Concept of single mode single component
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▶The modal time domain equilibrium equation for a lateral single mode

▶By the assumption and features for single mode, single component
 Mode shape:
 Aerodynamic force (for drag): 

▶As a result, the load per unit length can be derived as follows:

 Lexp is the flow exposed part of the structure. 
 Λ஽ ൌ ܷ/ݑ஽ܥ2
 ෨ܳ௕ and  ෨ܳ௦௘ are modal aerodynamic loads. Each term is buffeting forces and 

unsteady self‐excited force, respectively. (Ref, Part.IV: Wind loads)
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Equation of motion for lateral direction
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▶Gathering all motion dependent load on the left hand side:

▶Substitute                                            (not exact aerodynamic damping) then:
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Equation of Motion for Lateral Motion
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▶Taking the Fourier transform:

 ܽఎ and ܽஃವ are the Fourier amplitudes of ߟሺݐሻ and Λ஽
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Transition into the Frequency Domain
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▶From the relationship between response and load in frequency domain:

where:
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Frequency Response Function
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▶General single‐sided spectral density of x(t) can be defined by form of square 
of Fourier constant.

ܵ௫ ߱ ൌ lim
்→ஶ

1
ܶߨ ܽ௫

∗ ߱ ∙ ܽ௫ ߱

▶ Therefore, the single‐sided spectrum of generalized coordinate ߟ௬ ݐ is

ܵఎ೤ ߱ ൌ lim
்→ஶ

1
ܶߨ ܽఎ

∗ ߱ ∙ ܽఎ ߱ ൌ
௬ܪ ߱ ଶ

෩௬ଶܭ
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∗ ߱ ∙ ܽொ೤ ߱

ൌ
௬ܪ ߱ ଶ

෩௬ଶܭ
∙ ܵொ೤ ߱

▶ The single‐sided spectrum of buffeting load ܳ௕௨ ݐ is also given by

ܵொ೤ ߱ ൌ lim
்→ஶ

1
ܶߨ ܽொ೤

∗ ߱ ∙ ܽொ೤ ߱
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Spectral Densites
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▶ Substitutes the load term of wind fluctuation term:

ܵொ೤ ߱ ൌ lim
்→ஶ

1
ܶߨ ܽொ೤

∗ ߱ ∙ ܽொ೤ ߱
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▶ the single‐sided spectrum of wind fluctuation ݑ௜ ݐ is given by

ܵ௨ ߱ ൌ lim
்→ஶ

1
ܶߨ ܽ௨

∗ ߱ ∙ ܽ௨ ߱ ,		ܵ௨ ,ଵݔ ,ଶݔ ߱ ൌ ܵ௨ ߱ ݁ି
஼∙ఠ ௫భି௫మ

௎

▶ Finally, spectrum of wind load Qbu can be defined as follows.
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Spectral Densities
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▶The response may simply be obtained by recognizing that due to linearity 
the Fourier amplitude at arbitrary position x is given by:

ܽ௬ ߱ ൌ ߶௜ ݔ ∙ ܽఎ ߱

▶ Therefore, the response spectrum for the displacement response is given by

ܵ௬ ,ݔ ߱ ൌ ߶௬ଶ ݔ ∙ ܵఎ ߱ ൌ
߶௬ଶ ݔ
෩௬ଶܭ

∙ ௬ܪ ߱ ଶ ∙ ܵொ೤ሺ߱ሻ

▶ The variance of the displacement response can be calculated by integration:
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߶௬ଶ ݔ
෩௬ଶܭ

න ௬ܪ ߱ ଶ ∙ ܵொ೤ሺ߱ሻ ݀߱
ஶ

଴
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The RMS of Response
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▶ In structural engineering,  the response spectrum has been customary to 
split the response calculations into a background and a resonant part as 
illustrated as follows.

▶The variance of the displacement response split into a background and a 
resonant part is given by

௬ଶߪ ݔ ൌ
߶௬ଶ ݔ
෩௬ଶܭ

න ௬ܪ ߱ ଶ ∙ ܵொ೤ሺ߱ሻ ݀߱
ஶ

଴
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෩௬ଶܭ

௬ܪ 0 ଶ න ܵொ೤ሺ߱ሻ ݀߱
ஶ

଴
൅ ܵொ೤ሺ߱௬ሻන ௬ܪ ߱ ଶ

 ݀߱
ஶ

଴
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Background and resonant part

ሺ࣓ሻ࢟ࡽࡿ2

ሻ࢟ሺ࣓࢟ࡽࡿ ࣓࢟



Seoul National University
Structural Design Laboratory

▶ It is in the following taken for granted that 

ܪ 0 ൌ 1

න ܵொ೤ሺ߱ሻ ݀߱
ஶ

଴
ൌ ொ೤ߪ

ଶ

න ௬ܪ ߱ ଶ
 ݀߱

ஶ

଴
ൌ

௬߱ߨ
	௧௢௧ߞ4

▶where , ࢚࢕࢚ࣀ ൌ ࢟ࣀ െ :following is obtained ,ࢋࢇࣀ

௬ଶߪ ݔ ൌ ஻೤ߪ
ଶ ൅ ோ೤ߪ

ଶ ൌ
߶௬ଶ ݔ
෩௬ଶܭ

∙ ொ೤ߪ
ଶ ൅
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	௧௢௧ߞ4
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Background and resonant part
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▶Start with motion of equation.

▶Define wind‐induced forces i.e. buffeting forces and unsteady self‐excited 
forces (aerodynamic stiffness and damping).

▶Apply Fourier transform.

▶Develop the response spectrum from wind turbulence spectrum with Joint 
acceptance function and frequency response function.

▶Derive the variance of response from response spectrum by integration. 

22

Summary up buffeting analysis procedure
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▶Remind the self‐excited force
 Self‐excited force is motion‐induced force.
 Functions of displacement, velocity and acceleration of deck.
 We define aerodynamic stiffness and damping with flutter derivatives.

▶Natural modal freq. is defined by mass and stiffness

߱௜ ൌ
௜ܭ
௜ܯ

▶Actual vibration freq. (߱࢏ሺࢁሻ) under wind condition (in terms of the 
resonance frequency in the textbook) is a function of the mean wind velocity, 
ࢁ At .ࢁ ൌ ૙, ߱࢏ሺࢁሻ is the natural modal freq. At ࢁ ് ૙, ܭ௔௘ have the effect 
of changing the total stiffness then ߱࢏ሺࢁሻ is no more same with the natural 
modal freq. 

23

Natural modal freq. vs. Actual vibration freq.
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▶Go back to Part.IV: Wind loads
 Buffeting forces and unsteady self‐excited forces are function of freq.

▶ Coherence function (Textbook, p.67)
 To consider spatial properties, the single point spectrum, ܵ௨ሺ߱ሻ and 

coherence function, CohሺΔݔ, ߱ሻ are adopted.
 Not only spectrum but also coherence function have variable ߱.

▶Re‐call the buffeting analysis formulation (PPT, p10)
 To get the variance of response, all these terms are integrated together w.r.t 

variable, ߱	
 Triple integration !

24

Variable 
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▶Go back to the assumption in p.15
 We assume that the oscillator (8) responds in random amplitudes around 

the frequency ߱௜଴. 
 ߱௜଴ is the result of 1st iteration ߱࢏ and ߱࢏ሺࢁሻ
 Then, we adopt ߱ ൌ ߱௜଴ as a constant, also we can use  ଵܲ

∗ሺ߱௜଴ሻ as a 
constant value.

▶Assume CohሺΔݔ, ߱ሻ to CohሺΔݔሻ (PPT, p18)
 Coherence is a function of gap distance, Δݔ and turbulence freq., ߱.
 Assume that ߱ ൌ ߱௜଴ as a constant.
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Simplified method 1 ‐ Scanlan
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

      
  

    



  
 

                                  
 

     
  


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▶Getting closed form solution of joint acceptance function – Analytically solve 
the double integration w.r.t. spatial coordinates.

௬ଶሺ߱ሻܬ ൌ ඵ߶௬ ଵݔ ߶௬ ଶݔ ݁
ି஼ఠ ௫భି௫మ

௎ ଶݔଵ݀ݔ݀
௅೐ೣ೛

 Assume the mode shape vectors as well‐known function, i.e. sin	ሺ݊ݔߨሻ, ݔଶ
and etc.

 Then, eliminate the double integration by closed form solution of joint 
acceptance function.

 Example ߶௬ ݔ ൌ ݊݅ݏ గ௫
௅

௬ଶሺ߱ሻܬ ൌ ∬ ݊݅ݏ ܮଵݔߨ ݊݅ݏ ܮଶݔߨ ݁ି
஼ఠ ௫భି௫మ

௎ ଶݔଵ݀ݔ݀
ଵ
଴  

ൌ ෝ߱
ෝ߱ଶ ൅ ଶߨ ൅ ଶߨ2 1 ൅ ݁ିఠෝ

ሺ ෝ߱ଶ൅ߨଶሻଶ												

 Where,  ෝ߱ ൌ ஼ఠ
௎

Simplified method 2 ‐ Textbook
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 Then, the only single integration remains

Simplified method 2 ‐ Textbook
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



                                      
  

 
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▶Follow up Example 6.2 (Textbook pp.122‐127). It is a buffeting analysis for a 
typical single mode single component situation. Basically you are needed to 
reproduce all figures in the example by yourself.

28

Homework



THANK YOU
for your attention!

Seoul National University
Structural Design Laboratory



Seoul National University
Structural Design Laboratory

▶ Recall the equation of motion for ith mode is

▶ By definition, equation for 1st lateral mode is

30

Equation of Motion 
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 
      
  

  
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▶ Fourier transform

31

Transform to Frequency Domain
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