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비제약최적화문제

¡ 다음의다섯가지비제약최적화방법(unconstrained optimization 
method)을이용하여 2변수함수의최소점을구하시오. 단, 시작점 x(0) = 
(0, 0), convergence tolerance e = 0.001이며, x(3)까지구하시오.

— Steepest descent 방법(최속강하법, 최대경사법)
— Conjugate gradient 방법(공액경사도방법)
— Newton 방법
— Davidon-Fletcher-Powell(DFP) 방법
— Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) 방법

2
221

2
12121 22),( xxxxxxxxf +++-=Minimize

Æ미지수 2개인 최적화 문제
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¡ 다음의다섯가지비제약최적화방법(unconstrained optimization 
method)을이용하여 2변수함수의최소점을구하시오. 단, 시작점 x(0) = 
(0, 0), convergence tolerance e = 0.001이며, x(3)까지구하시오.

— Steepest descent 방법(최속강하법, 최대경사법)
— Conjugate gradient 방법(공액경사도방법)
— Newton 방법
— Davidon-Fletcher-Powell(DFP) 방법
— Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) 방법



비제약최적화문제 –응용 문제

ü Hooke & Jeeves의 탐사법
-출발점: L/B = 1, CB = 0.1
-출발점의 step size: D(L/B) = 0.5, D(CB) = 0.1

ü Nelder & Mead의 Simplex 방법
-출발모서리점: (L/B, CB) = (1, 0.1), (1.5, 0.1), (1.5, 0.2)
-중지기준: 0.01

어느선박의상대적건조비를 L/B와 CB의함수로다음그림과같이표시할
수있다고하면건조비가최소가되는 L/B와 CB의값을 Hooke & Jeeves의
탐사법과 Nelder & Mead의 Simplex 방법을이용하여최적점을구하고그
과정을그림에각각표시하시오.

문제:
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미지수 2개인 최적화 문제 Å

목적함수의 contour line(f = const.)

ü Hooke & Jeeves의 탐사법
-출발점: L/B = 1, CB = 0.1
-출발점의 step size: D(L/B) = 0.5, D(CB) = 0.1

ü Nelder & Mead의 Simplex 방법
-출발모서리점: (L/B, CB) = (1, 0.1), (1.5, 0.1), (1.5, 0.2)
-중지기준: 0.01



선형계획법 문제 – 응용문제
-선형계획법을이용한최적밸러스트탱크배치(1/2)

탱크 탱크의용량
1,000m3탱크용량의
트림변화량(m)

1,000m3탱크용량의
GM 변화량(m)

어느선박의밸러스트탱크(ballast tank)는 다음과같은특성을 갖고있다. 이선박의
현재트림(trim) 및 GM은각각 2m, 0.1m인데, 밸러스트탱크들을부분적으로또는
완전히채워서트림을 0.0mm로 GM을 0.5m 이상으로유지하고자한다. 어떤탱크에
얼마의양의밸러스트수(ballast water)를 채우면되겠는가? 물론이때밸러스트수의
양을최소로해야한다.
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1,000m3탱크용량의
트림변화량(m)

1,000m3탱크용량의
GM 변화량(m)

1 500 0.0 0.1

2 1,000 -2.0 0.1

3 1,500 0.5 0.5

4 2,000 -1.0 0.2

5 2,500 -0.2 0.4



선형계획법 문제 – 응용문제
-선형계획법을이용한최적밸러스트탱크배치(2/2)

탱크
탱크의
용량

1,000m3탱크 용량의
트림 변화량(m)

1,000m3탱크 용량의
GM 변화량(m)

1 500 0.0 0.1

2 1,000 -2.0 0.1

3 1,500 0.5 0.5

4 2,000 -1.0 0.2

5 2,500 -0.2 0.4

i번째 탱크에 채운 밸러스트 수의 양을
1,000m3단위로 xi로서 표현하면

어느선박의밸러스트탱크(ballast tank)는다음과같은특성을갖고있다. 이 선박의현재트림(trim) 및 GM은
각각 2m, 0.1m인데, 밸러스트탱크들을부분적으로또는완전히채워서트림을 0.0mm로 GM을 0.5m 
이상으로유지하고자한다. 어떤탱크에얼마의양의밸러스트수(ballast water)를채우면되겠는가? 물론
이때밸러스트수의양을최소로해야한다.
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5 2,500 -0.2 0.4

5432154321 ),,,,( xxxxxxxxxxf ++++=Minimize

Find 54321 ,,,, xxxxx

Subject to

5.20  ,0.20
,5.10  ,0.10  ,5.00

54

321

££££
££££££

xx
xxx

4.04.02.05.01.01.0 54321 ³++++ xxxxx
22.05.02 5432 =++- xxxx

: GM 요구조건

: 트림요구조건

: 각탱크의용량제한조건

Æ미지수 5개, 등호 제약 조건 1개, 부등호 제약 조건 6개인 최적화 문제



등호등호제약제약조건이조건이있는있는최적화최적화문제에서의문제에서의
Lagrange Lagrange 함수의함수의구성구성
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목적함수및 제약함수의 Gradient 벡터는동일작용선상에있고,
서로비례하며이때 Lagrange multiplier  v*가비례상수임
목적함수및 제약함수의 Gradient 벡터는동일작용선상에있고,
서로비례하며이때 Lagrange multiplier  v*가비례상수임
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그러나점 D에서는위식을만족하지않으므로후보최적점이아님
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후보후보최적성최적성필요필요조건을조건을이용한이용한
부등호부등호제약제약최적화최적화문제의문제의해법해법
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D

Minimize

Subject to

Minimize

부등호제약 조건을등호제약 조건으로
변환하기위해도입한완화 변수(slack variable)
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(1) s = 0일 때(부등호제약조건이등호제약조건으로변환)

(2) u = 0일때(부등호제약조건을만족함, 즉부등호제약조건이없는문제임)
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제약제약최적화최적화문제문제
-- KuhnKuhn--Tucker Tucker 필요필요조건을조건을이용한이용한국부적국부적후보후보최적해최적해도출도출
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CASE #1 : 0=u

CASE #2 : 0=s
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(제약조건을 고려하지않아도 되는경우)
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KK--T T 필요필요조건을조건을 이용한이용한 22차차 계획계획문제문제 최적해최적해구하기구하기
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CSD(Constrained Steepest Descent) CSD(Constrained Steepest Descent) 방법을방법을이용한이용한풀이풀이예예
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초기 시작점은 ),1,1()0( =x
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1 2 3 4

1

2

3

4

x1A
B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* =x

x(0) = (1, 1)

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

초기 시작점은 ),1,1()0( =x

최적해는 3)(),3,3( ** -== xx f

이때 Lagrange multiplier는

)0,0,3(* =u

001.0,10 210 === eeR
이라 가정



CSD(Constrained Steepest Descent) CSD(Constrained Steepest Descent) 방법을방법을이용한이용한풀이풀이예예

(vi) 단계 6: 황금 분할법을 사용하여 탐색 방향(d(0))으로
강하 함수를 최소화 하는 개선된 설계점 계산

1

2

3

4

x2

C

g2 = 0

)3,3(* =x

f = -25
f = -20

f = -10
f = -3

0d

※ 황금분할법 수행시 시작점에서의 함수값보다
δ만큼 더한 위치에서의 함수값이 더 크면
시작점의 함수값보다 작을 때 까지 δ를 줄여나감

),()1,1( 210 dd==d

)1,1()0,0( =x

탐색방향 :
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1

x1
A B

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0x(0) = (1, 1)

0d
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)618.11,618.11( 2211

)2,0(

=
++++= ddddx

( ) ( ) ( ) ( ))2,0()1,0()1,0()0,0( , xxxx F<FF>F 이므로,

)2,2()1,1( 21
)1,0( =++= ddx

( ) ( ) 667.0333.0104)1,0()1,0()1,0( -=´+-=×+=F VRf xx

( ) ( ))1,0()0,0( xx F<F 이므로, δ를줄여다시계산

),()5.0,5.0( 210 dd==d탐색방향 :

( ) ( ))1,0()0,0( xx F>F 이므로, 다음계산수행
이 구간에 최소값 존재함
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제약최적화문제 #1 (1/2)

)}273648123218()32(30{

)}361431419()1(1{),(
2

2212
2

11
2

21

2
2212

2
11

2
2121

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxf

+-++-×-+×

++-+-×+++=

02),(
02),(

02),(
02),(

2214

1213

2212

1211

£-=
£-=
£--=
£--=

xxxg
xxxg

xxxg
xxxg

Subject to

Minimize

Goldstein-Price Function
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x1

f(x1, x2)

x2

02),(
02),(

02),(
02),(

2214

1213

2212

1211

£-=
£-=
£--=
£--=

xxxg
xxxg

xxxg
xxxg

Æ미지수 2개, 부등호 제약 조건 4개인 최적화 문제



제약최적화문제 #1 (2/2)

Goldstein-Price Function

A : Global Minimum

B : Local Minimum

x1
* = 0.0, x2

* = -1.0, f(x1
*, x2

*) = 3.0

x1
* = -0.6, x2

* = -0.4, f(x1
*, x2

*) = 30.0

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

C

목적함수의 contour line(f = const.)
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C : Local Minimum

D : Local Minimum

x1
* = 1.2, x2

* = 0.8, f(x1
*, x2

*) = 840.0

x1
* = 1.8, x2

* = 0.2, f(x1
*, x2

*) = 84.0

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

x1

x2

A

B

D



제약최적화문제 #2 (1/2) –응용문제

¡ 어느선박의상대적기관마력가격 f를아래와같이 B/T와 1/CB의함수로
나타낼수있다고하자.

상대적기관마력가격:

그리고 B/T £ 3, CB ³ 0.6이라는제약조건이있을때, Kuhn-Tucker 필요
조건을이용하여상대적기관마력가격을최소로하는 B/T, CB의
값(최적해)을 Kuhn-Tucker 필요조건을이용하여구하시오.

10)/1()/(2)/(4)/1(2)/(),/( 22 +×--+= BBB CTBTBCTBCTBf
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¡ 어느선박의상대적기관마력가격 f를아래와같이 B/T와 1/CB의함수로
나타낼수있다고하자.

상대적기관마력가격:

그리고 B/T £ 3, CB ³ 0.6이라는제약조건이있을때, Kuhn-Tucker 필요
조건을이용하여상대적기관마력가격을최소로하는 B/T, CB의
값(최적해)을 Kuhn-Tucker 필요조건을이용하여구하시오.

Æ미지수 2개, 부등호 제약 조건 2개인 최적화 문제

10242),( 211
2
2

2
121 +--+= xxxxxxxfMinimize

Find )/1(),/( 21 BCxTBx ==

Subject to

6.0
3

2

1

³
£

x
x
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제약최적화문제 #2 (2/2) –응용문제

Æ미지수 2개, 부등호 제약 조건 2개인 최적화 문제

10242),( 211
2
2

2
121 +--+= xxxxxxxfMinimize

Find )/1(),/( 21 BCxTBx ==

Subject to

03/5),(
03),(

2212

1211

£-=
£-=

xxxg
xxxg

-10 -5 0 5 10

-4

-2

0

2

4
x2

목적함수의 contour line(f = const.)
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f(x1, x2)

x2

x1

x13

5/3

A: True solution
x1

* = 3.0, x2
* = 1.5, f(x1

*, x2
*) = 2.5

Feasible region

Ag2=5/3

g1=3



프로펠러의최적주요 치수 결정 문제(간략화된문제)

Maximize

Subject to

Q

T
O K

KJ
×=

p
h

2

QP KDn
n

P
×××= 52

2
r

p

Find Pi DPJ /,

Given VAAnP OE ,/,,

KT와 KQ가모두 J와 Pi/Dp의 함수이므로
목적함수역시 J와 Pi/Dp의 함수임
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QP KDn
n

P
×××= 52

2
r

p : 주기관이전달한토오크를프로펠러가흡수하는조건

Where,

Æ미지수 2개, 등호 제약 조건 1개인 최적화 문제

)/,(
)/,(

)1(

PiQ

PiT

P

DPJfK
DPJfK

Dn
wVJ

=
=

×
-

=

P: 프로펠러전달마력
n: 프로펠러회전수
DP: 프로펠러직경
Pi: 프로펠러피치
AE/AO: 프로펠러날개면적비
V: 선속
hO: 프로펠러효율



선박의최적주요 치수 결정 문제

33/2

6.1

6.1

)(

)(

)(

),,,(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

NMCRCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenswB

×××××+

××++×+=

×+××++×+=

+=××××× ar
부력(buoyancy)-중량(displacement) 평형조건(등호 제약 조건)

구하는값(설계 변수) BCDBL ,,, 주어진값(선주요구조건) VTTCCDWT req ),(,, max =
길이 재화중향방형계수폭 깊이 선속요구화물창 용적 최대흘수
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33/2

6.1

6.1

)(

)(

)(

),,,(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

NMCRCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenswB

×××××+

××++×+=

×+××++×+=

+=××××× ar

요구되는화물창용적(cargo capacity) 조건(부등호 제약 조건)

DBLCCC CHreq ×××£

최소요구건현조건(부등호제약 조건)

DCTD FB ×+³

목적함수(주요치수선정기준)

NMCRCCBLCCDBLCCCostBuilding maPMoPOsPS ××+×××++××= )( 6.1

Æ미지수 4개, 등호 제약 조건 1개, 부등호 제약 조건 2개인 최적화 문제



선박의최적주요 치수 결정 문제의수학적 정식화

Minimize

Subject to * 부력(buoyancy)-중량(displacement) 평형조건

Find BCDBL ,,,

33/2

6.1

6.1

)(

)(

)(

),,,(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

NMCRCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenswB

×××××+

××++×+=

×+××++×+=

+=××××× ar

NMCRCCBLCCDBLCCCostBuilding maPMoPOsPS ××+×××++××= )( 6.1

선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU
Computer Aided Ship Design 2008 Computer Aided Ship Design 2008 –– PART III: Optimization MethodsPART III: Optimization Methods

20

* 최소요구건현조건

* 요구되는화물창용적조건

33/2

6.1

6.1

)(

)(

)(

),,,(

VCTBLC

BLCDBLCDWT

NMCRCBLCDBLCDWT

CDBLLWTDWTCCTBL

Bpower

osgiven

maosgiven

BgivenswB

×××××+

××++×+=

×+××++×+=

+=××××× ar

DBLCCC CHreq ×××£

DCTD FB ×+³

Æ미지수 4개, 등호 제약 조건 1개, 부등호 제약 조건 2개인 최적화 문제



Ch0. Ch0. 최적최적설계설계소개소개



최적최적설계에설계에앞서앞서
--부정부정방정식과방정식과그그해법해법

변수: x1, x2, x3

식: x1 + x2 + x3 =3

ü변수의개수:

ü식의개수:

3개

1개

속도: 15knot = 27.78 km/h

1knot = 0.5144 m/s
= 1.852 km/h

t초후의선박의위치(d)는?
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ü식의개수: 1개

변수의개수가식의개수보다많으므로

위의문제는부정방정식이다.

위의부정방정식해법

2개의변수를가정한다.

예) x1 = 1, x2 = 0로가정
à x3 = 2

변수의개수(3) –식의개수(1)

t초후의선박의위치(d)는?

0d v t d= × +식: 
변수: ,d t (v: 속도, d0: 초기위치)

ü변수의개수:

ü식의개수:

2개

1개

시간 t를가정하여임의의 시간에대한
선박의위치 d를알수있다.



최적최적설계에설계에앞서앞서
--부정부정방정식과방정식과그그해법해법

ü변수의개수: 3개

식 f1, f2, f3 이모두독립이라면

변수: x1, x2, x3

연립방정식

f2(x1 , x2 , x3)=0

f3(x1 , x2 , x3)=0

식: f1(x1 , x2 , x3)=0

ü변수의개수: 3개
식 f1, f2 이서로독립이라면

부정방정식

변수: x1, x2, x3

f2(x1 , x2 , x3)=0

f3(x1 , x2 , x3)=0

식: f1(x1 , x2 , x3)=0

선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU
Computer Aided Ship Design 2008 Computer Aided Ship Design 2008 –– PART III: Optimization MethodsPART III: Optimization Methods

23

ü변수의개수:

ü식의개수:

3개

3개
식의개수와변수의개수가
같으므로풀수있는문제

만일 2×f3 = f2 라면?

서로 독립인 식의 개수가 변수의 개수
보다 적으므로 부정 방정식이 된다.

f2는 f3 로 표현이 가능하므로 독립이 아님

ü변수의개수:

ü식의개수:

3개

2개

식의개수가변수의개수보다적으므로
식을추가하여해를구한다.

1
4 0f =

추가한식 구한해
1 1 1
1 2 3( , , )x x x

2
4 0f = 2 2 2

1 2 3( , , )x x x

추가한식에따라
무수히많은해가구해짐
à부정방정식

무수히 많은 해 중 어떤 것이 좋은지 판단할
기준이 필요하며, 판단 기준으로서 목적함수
를 추가하면 최적화 문제가 된다.

무수히 많은 해 중 어떤 것이 좋은지 판단할
기준이 필요하며, 판단 기준으로서 목적함수
를 추가하면 최적화 문제가 된다.



최적최적설계에설계에앞서앞서
--제약제약최적화최적화문제와문제와그그해법해법 -- Lagrange MultiplierLagrange Multiplier를를이용이용

1 1 2 3( , , ) 0h x x x =

2 1 2 3( , , ) 0h x x x =

1 2 3
1 2 3

0f f fdf dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶ ①’

②

③

함수 f 값이
최소가되기위한
필요조건: 식①’

식 h1,  h2로인하여 dx1, dx2, dx3는서로독립이아니다.

최적화문제

Minimize

Subject to

①

②

③

1 1 2 3( , , ) 0h x x x =

2 1 2 3( , , ) 0h x x x =

1 2 3( , , )f x x x

dx1, dx2, dx3 의관계를알기위해식②, ③를변형
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식②, ③으로부터식②’, ③’를유도

1 2 3
1 2 3

0f f fdf dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶ ①’

②’

③’

1 1 1
1 1 2 3

1 2 3

0h h hdh dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶

2 2 2
2 1 2 3

1 2 3

0h h hdh dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶

1 1 2 2 0df dh dhl l+ + =

=0 (dx3는독립변수이므로, 식⑥)

1 2
1 2 1

1 1 1

f fF dx
x x x

l l
æ ö¶ ¶¶

+ +ç ÷¶ ¶ ¶è ø
1 2

1 2 2
2 2 2

f fF dx
x x x

l l
æ ö¶ ¶¶

+ + +ç ÷¶ ¶ ¶è ø
1 2

1 2 3
3 3 3

0f fF dx
x x x

l l
æ ö¶ ¶¶

+ + + =ç ÷¶ ¶ ¶è ø

=0 (dx2를소거하기위함, 식⑤)=0 (dx1를소거하기위함, 식④)

식①’의 dx1, dx2를소거하기위하여식②’, ③’을이용하여다음식을유도

②’

③’

1 1 1
1 1 2 3

1 2 3

0h h hdh dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶

2 2 2
2 1 2 3

1 2 3

0h h hdh dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶

①’에새로운변수 를도입하고
②’, ③’을대입 à 식④,⑤,⑥을유도

1 2,l l



최적최적설계에설계에앞서앞서
--제약제약최적화최적화문제와문제와그그해법해법 -- Lagrange MultiplierLagrange Multiplier를를이용이용

최적화문제

Minimize

Subject to

①

②

③

1 1 2 3( , , ) 0h x x x =

2 1 2 3( , , ) 0h x x x =

1 2 3( , , )f x x x
=0 (dx3는독립변수이므로, 식⑥)

1 2
1 2 1

1 1 1

f fF dx
x x x

l l
æ ö¶ ¶¶

+ +ç ÷¶ ¶ ¶è ø
1 2

1 2 2
2 2 2

f fF dx
x x x

l l
æ ö¶ ¶¶

+ + +ç ÷¶ ¶ ¶è ø
1 2

1 2 3
3 3 3

0f fF dx
x x x

l l
æ ö¶ ¶¶

+ + + =ç ÷¶ ¶ ¶è ø

=0 (dx2를소거하기위함, 식⑤)=0 (dx1를소거하기위함, 식④)

②’

③’

1 1 1
1 1 2 3

1 2 3

0h h hdh dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶

2 2 2
2 1 2 3

1 2 3

0h h hdh dx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

= + + =
¶ ¶ ¶
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변수가총 5개(                            )이므로식②, ③, ④, ⑤, ⑥을사용하여문제를풀수있다.1 2 3 1 2, , , ,x x x l l

1 2,l l

함수 f, h1, h2는이미주어진함수이기때문에식④, ⑤, ⑥은 x1, x2, x3의 (비)선형대수방정식형태이다.

식④, ⑤, ⑥은식①로부터유도되었다.(변수 가추가되어식의개수가 3개가됨)

그런데함수 F, f1, f2(식①, ②, ③)는이미주어진것이고, 우리가구하려고하는것은 x1, x2, x3이기
때문에미분방정식이아닙니다.

1. 식①’, ②’, ③’은미분방정식이아닌가요?
à만일다음과같은문제라면미분방정식이맞습니다. 

- Given:                                                                                            - Find:  함수 F, f1, f21 2 3
1 2 3

0,F F Fdx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

+ + =
¶ ¶ ¶

1 1 1
1 2 3

1 2 3

0,f f fdx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

+ + =
¶ ¶ ¶

2 2 2
1 2 3

1 2 3

0,f f fdx dx dx
x x x
¶ ¶ ¶

+ + =
¶ ¶ ¶



함수함수값이값이 최소가최소가되기되기 위한위한필요필요 조건조건

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D = + D + D
¶ ¶

목적함수: f(x)

1변수 최적화 문제의 경우

목적함수를최소화하는점 x*

Given

Find

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D
¶ ¶

목적함수를테일러 전개 (2차항까지전개)

목적함수: f(x1, x2)

2변수 최적화 문제의 경우

목적함수를최소화하는점 x*

Given

Find

목적함수를 테일러 전개 (2차항까지전개)

* * * *
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2
2 2 2

2 2
1 1 2 22 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

1 1( ) ( )
2 2

f ff x x x x f x x x x
x x

f f fx x x x
x x x x

¶ ¶
+ D + D = + D + D +

¶ ¶

¶ ¶ ¶
D + D D + D

¶ ¶ ¶ ¶
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x*에서 함수 값이 최소라고 하면
* *( ) ( ) 0f x x f x+ D - ³LHS

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D
¶ ¶

xD 가독립이므로(부호를알 수없으므로)RHS

* * * *
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2
2 2 2

2 2
1 1 2 22 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

1 1( ) ( )
2 2

f ff x x x x f x x x x
x x

f f fx x x x
x x x x

¶ ¶
+ D + D = + D + D +

¶ ¶

¶ ¶ ¶
D + D D + D

¶ ¶ ¶ ¶

[ ]

1* * * *
1 1 2 2 1 2

21 2

2 2

2
1 1 2 1

1 2 2 2
2

2
1 2 2

( , ) ( , )

1
2

xf ff x x x x f x x
xx x

f f
x x x x

x x
xf f

x x x

Dé ù é ù¶ ¶
+ D + D = + ê ú ê úD¶ ¶ ë ûë û

é ù¶ ¶
ê ú¶ ¶ ¶ Dé ùê úD D ê úê ú D¶ ¶ ë ûê ú
¶ ¶ ¶ê úë û

TfÑ Dx

DxTDx H

x*에서 함수 값이 최소라고 하면
0,f

x
¶

=
¶

필요조건

2

2 0f
x

¶
>

¶

필요충분조건 0,fÑ =

필요조건

H (Hessian Matrix)는양정행렬

필요충분조건



최적최적설계에설계에앞서앞서
-- DesignDesign

Esthetic* Design

구하는값(설계 변수)

-팔길이, 소재,색상등..

제약조건
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목적함수(주요치수선정기준)

-선호도, 가격등..
-설계변수로서수치화하기어려움

* 미적가치관,미적인감각

-제약조건이있지만수치화하기어려움
- Designer의설계감각으로제약조건을만족시킴



최적최적설계에설계에앞서앞서
-- DesignDesign

Engineering Design

( , , , )B sw given BL B T C C DWT LWT L B D Car× × × × × = +
부력(buoyancy)-중량(displacement) 평형조건(등호 제약 조건)

구하는값(설계 변수)

x1, x2, x3, x4

1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )BL x B x D x C x= = = =
길이 방형계수폭 깊이

구하는값(설계 변수)

h(x1 , x2 , x3 , x4)=0
등호제약조건

최적화문제

Æ제약조건을만족하면서
목적함수를최소화(최대화)하는
설계변수를결정 하는것
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제약조건의특징
ü물리 법칙은 보통 등식으로 표현 됨 (선박설계의 예: 부력-중량평형 조건)
ü정치, 경제, 사회, 문화적으로 정의된 규약이나 조건은 부등호 제약조건식으로 표현 된다.

(선박설계의 예: 최소 요구건현 조건, 요구되는 화물창 용적 조건)

( , , , )B sw given BL B T C C DWT LWT L B D Car× × × × × = +

목적함수(주요치수선정기준)

h(x1 , x2 , x3 , x4)=0

f  (x1 , x2 , x3 , x4)
목적함수

1 2 4 1 2 1 2 3 4( , , , )x x x C C h x x x x¢× × × = +

1 2 4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) ( , , , ) 0x x x C C h x x x x h x x x x¢× × × - + = =

1.6 ( )PS s PO o PM maBuilding Cost C C L B D C C L B C C NMCR= × × + + × × × + × ×

1.6
1 2 3 4 3 1 2 3 4 1 2 5( , , , ) ( )f x x x x C x x x C x x C= × + + × × +

- Ci , ρsw , DWTgiven , NMCR : 주어진계수



ff((xx)=C)=C를를만족하는만족하는점과점과 ff((xx))를를최소화하는최소화하는점을점을찾는찾는방법방법비교비교

f(x)
f(x) =C 를만족하는점 x*

Given

Find

f(x)

C

f(x(0))

f(x(1))
(0)( )C f x-

Given

Find

목적함수: f(x)
목적함수를최소화하는점 x*

f(x)

f(x(0))

f(x(1))

f(x(2))

(0)( )f C f x
x x
¶ -

=
¶ D

접선의기울기
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x0

C

x(0)x(1)

xD

x*

(0) (0)( ) ( ) ff x x f x x C
x
¶

+ D = + D =
¶

x(0)에서테일러 전개(1차 항까지 고려)

을만족하는 를구한다.xD(0)( )f x x C+ D =

상세과정설명

( )(1) (0)x x x= + DxD 만큼이동한점 에서

위의과정을반복하여 를찾는다.*x

x0 x(0)x(1)

xD

x*

f(x(2))

xD

x(2)

(0) (0)( ) ( ) ff x x f x x
x
¶

+ D = + D
¶

x(0)에서테일러 전개(1차 항까지 고려)

(0)( )f x x+ D 가최소값이라고가정했으므로
(0) (0)( ) ( )f x x f x+ D < 를만족하는 xD 를구한다.

( )(1) (0)x x x= + DxD 만큼이동한점 에서

위의과정을반복하여 를찾는다.*x

(0)( )f C f x
x x

æ ö¶ -
Þ =ç ÷¶ Dè ø

상세과정설명



ff((xx)=C)=C를를만족하는만족하는점을점을찾는찾는방법방법
-- NewtonNewton--RapsonRapson방법방법

f(x)
f(x) =C 를만족하는점 x*

Given

Find

f(x)

f(x(k))

f(x(k+1))

( ) ( )

( )

( ) ( )k k

k
f x C f x

x x
¶ -

=
¶ D

접선의기울기

테일러 전개식을 이용하여 를 계산한다.( )kxD

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) /
k

k k f xx C f x
x

æ ö¶
D = - ç ÷¶è ø

Given

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

k
k k k kf xf x x f x x C

x
¶

+ D = + D =
¶

현재의설계점 x(k)에서테일러전개한다.

( ) ( )k kx x+ D 에서함수값이 C가되었다고가정하고
( )kxD 를구한다.
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x0

C

x(k)x(k+1)

f(x(k+1))

( )kxD

x*

( 1) ( ) ( )k k kx x x+ = + D

다음 설계점을 정의한다.

|x(k+1)-x(k) |< ε를 만족 하는가?

NO

1k k= +

YES
로 두고 탐색 종료* ( 1)kx x +=

Given

( 1)kx +D

x(k+2)



ff((xx))를를최소화하는최소화하는점을점을찾는찾는방법방법
-- Newton’s MethodNewton’s Method

f(x)
f(x)를최소화하는점 x*

Given

Find

테일러 전개 식을 로 미분 한다.( )kxD
( ) ( ) 2 ( )

( )
( ) 2

( ) ( ) ( ) 0
k k k

k
k

df x f x f x x
d x x x
D ¶ ¶

= + D =
D ¶ ¶

함수 f 가최소값을
가질필요조건

를 계산한다.( )kxD

f(x)

f(x(k))

현재의설계점 x(k)에서테일러전개한다.

( )
( ) 2 ( ) 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) 1 ( )( ) ( )
2

k k
k k k k kf x f xf x x f x x x

x x
¶ ¶

+ D = + D + D
¶ ¶

여기서 x(k)는상수이므로,       를변수로 취급하여( )kxD

( )
( ) 2 ( ) 2( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) 1 ( )( ) ( )
2

k k
k k k kf x f xf x f x x x

x x
¶ ¶

D - = D + D
¶ ¶

( )
( ) 2 ( ) 2( ) ( ) ( )

2

( ) 1 ( )( )
2

k k
k k kf x f xf x x x

x x
¶ ¶

D = D + D
¶ ¶
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( 1) ( ) ( )k k kx x x+ = + D

다음 설계점을 정의한다.

|x(k+1)-x(k) |< ε를 만족 하는가?

NO

1k k= +

YES
로 두고 탐색 종료* ( 1)kx x +=

를 계산한다.( )kxD
( ) 2 ( )

( )
2

( ) ( )/
k k

k f x f xx
x x

æ ö æ ö¶ ¶
D = -ç ÷ ç ÷¶ ¶è ø è ø

x0 x(k)x(k+1)

f(x(k+1))

( )kxD

x*

( 1)kx +D

x(k+2)



[[참고참고] ] 최적화최적화기법을기법을사용한사용한연립연립방정식의방정식의풀이풀이

변수 : x1, x2

다음과같은연립방정식이있다.

f2(x1 , x2)=0

식 : f1(x1 , x2)=0Given

Find 두식을만족하는 x1*, x2*

( ) ( )2 2

1 1 2 2 1 2( , ) ( , )G f x x f x x= +

따라서다음과같은목적함수를최
소화하는점 (x1*, x2*)가연립방정
식의해가된다.

( ) ( )2 2

1 1 2 2 1 2( , ) 0, ( , ) 0f x x f x x³ ³ 이기때문에
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함수 G가최소값을가질필요조건

1 2
1 2

2 0, 2 0G Gf f
f f

¶ ¶
= = = =

¶ ¶

최적화 기법을 이용하여
위의 문제를 풀 수 있을까?

식 f1(x1 , x2)=0와 f1(x1 , x2)=0는
점(x1*, x2*) 에서만만족한다.

즉점(x1*, x2*)가아닌곳에서는
f1(x1 , x2)≠0,  f1(x1 , x2)≠0이다.

( ) ( )2 2

1 1 2 2 1 2( , ) 0, ( , ) 0f x x f x x³ ³ 이기때문에

목적함수 G를최소화하는곳은

1 1 2 2 1 2( , ) 0, ( , ) 0f x x f x x= = 인점이다.



프로펠러주요치수결정문제의제약조건및목적함수

[[참고참고] ] 최적화최적화기법을기법을사용한사용한연립연립방정식의방정식의풀이풀이
예예) ) 프로펠러프로펠러주요치수주요치수결정결정문제문제

§ 조건식1 : 디젤엔진이전달한 Torque를

프로펠러가흡수하는조건

QP KDn
n

P
×××= 52

2
r

p

§ 조건식2 : 배가어떤속력에서 필요로하는추력을

프로펠러가내야하는 조건

TP
T KDn
t

R
×××=

-
42

1
r

P [kW] : 디젤엔진이프로펠러에전달하는마력, n [1/s] : 프로펠러회전수

RT(v) [kN] : 선박의속력에 따른저항, z : 프로펠러날개수

DP [m] : 프로펠러직경,

Pi [m] : 프로펠러피치,AE/AO : 프로펠러전개면적비,

v [m/s] : 배의속력,

프로펠러주요치수결정문제의변수
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프로펠러주요치수결정문제 - Case #1

Given P[kW], n[1/s], RT(v)[kN], z

Find Dp[m], v[m/s], Pi[m], AE/Ao

프로펠러주요치수결정문제 - Case #2

Given Dp[m], Pi[m], RT(v)[kN], z, AE/Ao

Find v[m/s], P[kW], n[1/s]

Case #1에서 프로펠러주요치수를결정
목적함수 : Find Maximum η0

Q

T
o K

KJ
×=

p
h

2

v를가정하면미지수가 2개, 조건식이 2개인연립방정식이된다.

1.

2.

조건식 1, 2를 다음과같이수정한다. 2 5
10 ( , ) 0

2 P Q
P n D K f P n

n
r

p
- × × × = Þ = 2 4

20 ( , ) 0
1

T
P T

R n D K f P n
t

r- × × × = Þ =
-

다음의목적함수를최소화하는 P, n을구하면 를만족하는 P, n을구할수있다.1 2( , ) 0, ( , ) 0f P n f P n= =

( ) ( )2 2

1 2( , ) ( , )G f P n f P n= +
함수 G가최소값을가질필요조건

1 1 2 2/ 2 0, / 2 0G f f G f f¶ ¶ = = ¶ ¶ = =



[[참고참고] ] 함수함수 값이값이최소가최소가 되기되기위한위한필요필요 조건조건

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D = + D + D +
¶ ¶

L
목적함수: f(x)

1변수 최적화 문제의 경우

목적함수를최소화하는점 x*

Given

Find
2

* * 2
2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D +
¶ ¶

L

1. 최적화 2. Variational Method

목적함수를
테일러전개

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D +
¶ ¶

L
2

* * 2
2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D +
¶ ¶

L
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x*에서 함수 값이 최소라 하면

* *( ) ( ) 0f x x f x+ D - ³LHS

xD 가독립이므로(부호를알 수없으므로)RHS

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D +
¶ ¶

L

3차이상의 항은 무시

2
* * 2

2

1( ) ( ) ( )
2

f ff x x f x x x
x x
¶ ¶

+ D - = D + D +
¶ ¶

L

2차이상의 항은 무시

x*에서 함수 값이 최소라 하면 전미분 df 는 0이다.
(예: 산정상에서는 아주조금옆으로이동해도높이 변화가없다.1))

df

0f
x
¶

=
¶
필요조건

2

2 0f
x

¶
>

¶
충분조건

0f
x
¶

=
¶
필요조건

0fdf x
x
¶

= D =
¶

LHS

xD 가독립이므로(부호를알 수없으므로)RHS

1) On the peak of a mountain all points of the infinitesimal neighbourhook must gave the same height(to first order),
which means that the rate of change of the height must be zero in shatever direction we proceed.
“LANCZOS, The variational priciples of mechanics, University of toronto press, 1970, p.36”



[[참고참고] ] 함수의함수의 상점상점(Stationary Point)(Stationary Point)

Given: minimize f(x1, x2)
-어떤점 (x1*, x2*)에서미소변위(dx1, dx2) 만큼이동한점
에서의함수값의변화량 df 는다음과같다.Find: 상점 (x1*, x2*)

모든방향으로의함수값의변화량 df 가 0인점을상
점(Stationary Point)이라고하며, 최소점, 최대점, 
안장점(Saddle Point)은상점에속한다.

1 2( , )f x x 1 2
1 2

f fdf dx dx
x x
¶ ¶

= +
¶ ¶
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* *
1 2( , )x x

* *
1 2( , )f x x

모든방향으로의함수값의변화량 df 가 0인점을상
점(Stationary Point)이라고하며, 최소점, 최대점, 
안장점(Saddle Point)은상점에속한다.

1x

2x

참고: 일반적인공학적최적화문제에서는목적 함수의최적값
(Optimum Value)보다는최적점(Optimum Point)이더 중요하다.
[예시]건조비를최소화하는 선박의주요치수(L, B, D, CB)가건조
비자체보다중요한개념이다.



Ch1. Ch1. 최적최적설계설계개요개요

1.1 최적설계문제의일반적정식화

1.2 최적설계문제의구성요소

1.3 최적화기법의분류

1.1 최적설계문제의일반적정식화

1.2 최적설계문제의구성요소

1.3 최적화기법의분류



1.1 1.1 최적최적 설계설계 문제의문제의 일반적일반적정식화정식화

Objective FunctionObjective Function

ConstraintsConstraints

Minimize
)(xf

Subject to

mjg j ,,1,0)( L=£x
: 부등호 제약 조건(Inequality Constraint)

pkhk ,,1,0)( L==x

21 54 xxf --=

1 2

1 2

4
6

x x
x x
- + £
+ £

Subject to

Minimize

1 2

1 2

4 0
6 0

x x
x x
- + - £
+ - £

1 25 10x x+ = 1 25 10 0x x+ - =
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pkhk ,,1,0)( L==x
: 등호 제약 조건(Equality Constraint)

ul xxx ££
: 설계 변수 벡터에 대한 상·하한값 제약 조건

1 20 ,x x£

2

2

4

4

6

6

x1

x2

x1 + x2 = 6

가능해 공간
(feasible region)

f *= -29
최적해

5x1+x2=10

1 25 10x x+ = 1 25 10 0x x+ - =



1.2 1.2 최적최적 설계설계 문제의문제의 구성구성요소요소(1)(1)

¡ 설계변수(Design Variable)
— 설계하고자 하는 치수, 위치 등을 나타내는 변수로서 자유
변수(Free Variable) 또는 독립 변수(Independent Variable)라고
함

— 종속 변수(Dependent Variable)
¡ 설계변수의결정후종속적으로결정되어지는변수

¡ 제약조건(Constraint)
— 설계에서 기능상 요구되는 조건 또는 크기의 제한 등을 정의

— 부등호 제약 조건(Inequality Constraint), 등호 제약
조건(Equality Constraint)
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¡ 설계변수(Design Variable)
— 설계하고자 하는 치수, 위치 등을 나타내는 변수로서 자유
변수(Free Variable) 또는 독립 변수(Independent Variable)라고
함

— 종속 변수(Dependent Variable)
¡ 설계변수의결정후종속적으로결정되어지는변수

¡ 제약조건(Constraint)
— 설계에서 기능상 요구되는 조건 또는 크기의 제한 등을 정의

— 부등호 제약 조건(Inequality Constraint), 등호 제약
조건(Equality Constraint)



1.2 1.2 최적최적 설계설계 문제의문제의 구성구성요소요소(2)(2)

¡ 목적함수(Objective Function)
— 최적(Optimum)을나타내는기준으로비용, 무게등과같은값을
비교하여어느설계대안(Design Alternative)이보다나은지를나타낼
수있는함수

목적함수
(최대값)
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제약조건

목적함수
(최대값)

설계변수

설계변수



1.2 1.2 최적최적 설계설계 문제의문제의 구성구성요소요소(3)(3)

최적해중에서도
가장좋은 최적해

(전역최적해)

특정범위
내에서의

최적해
(국부최적해)

국부최적해
=

전역최적해

목적함수와 제약조건에
따른최적해(최대값)의 결정
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제약조건을
만족하는
설계영역

제약조건에 의해

최적해는

달라질수 있음



1.3 1.3 최적화최적화 기법의기법의 분류분류(1)(1)

¡ 전역최적화기법(Global Optimization Methods)
— 장점

¡ 다수의 국부 최적해(Local Optima)를 가진 대규모 문제에
적합

— 단점
¡ 최적해를 얻기 위해 많은 Iteration이 필요(긴 계산 시간
요구)

— Genetic Algorithms(GA), Simulated Annealing, etc.

¡ 국부최적화기법(Local Optimization Methods)
— 장점

¡ 최적해를 얻기 위해 상대적으로 적은 Iteration이 필요(짧은
계산 시간 요구)

— 단점
¡ 초기해(Starting Point)에 가까운 국부 최적해를 도출(거의
국부 최적해만 찾음)

— Method of Feasible Directions(MFD), Sequential 
Quadratic Programming(SQP), Multi-Start Optimization 
Method, etc.
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¡ 전역최적화기법(Global Optimization Methods)
— 장점

¡ 다수의 국부 최적해(Local Optima)를 가진 대규모 문제에
적합

— 단점
¡ 최적해를 얻기 위해 많은 Iteration이 필요(긴 계산 시간
요구)

— Genetic Algorithms(GA), Simulated Annealing, etc.

¡ 국부최적화기법(Local Optimization Methods)
— 장점

¡ 최적해를 얻기 위해 상대적으로 적은 Iteration이 필요(짧은
계산 시간 요구)

— 단점
¡ 초기해(Starting Point)에 가까운 국부 최적해를 도출(거의
국부 최적해만 찾음)

— Method of Feasible Directions(MFD), Sequential 
Quadratic Programming(SQP), Multi-Start Optimization 
Method, etc.



1.3 1.3 최적화최적화 문제의문제의 분류분류(2)(2)

¡ 제약조건의유무
— 비제약 최적화 문제(Unconstrained Optimization Problem)

¡ 제약조건이없는최적화문제

¡ 직접탐사법(Hooke & Jeeves Method, Nelder & Mead’s Simplex Method), 
Gradient 방법(Steepest Descent Method, etc.), etc.

— 제약 최적화 문제(Constrained Optimization Problem)
¡ 제약조건이있는최적화문제

¡ Penalty Function Method, Sequential Linear Programming, Constrained 
Steepest Descent Method, Method of Feasible Directions(MFD), Sequential 
Quadratic Programming(SQP), etc.

¡ 목적함수의수
— 단일 최적화 문제(Single-Objective Optimization Problem)
— 다중 최적화 문제(Multi-Objective Optimization Problem)

¡ Weighting Method, Constraint Method
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¡ 제약조건의유무
— 비제약 최적화 문제(Unconstrained Optimization Problem)

¡ 제약조건이없는최적화문제

¡ 직접탐사법(Hooke & Jeeves Method, Nelder & Mead’s Simplex Method), 
Gradient 방법(Steepest Descent Method, etc.), etc.

— 제약 최적화 문제(Constrained Optimization Problem)
¡ 제약조건이있는최적화문제

¡ Penalty Function Method, Sequential Linear Programming, Constrained 
Steepest Descent Method, Method of Feasible Directions(MFD), Sequential 
Quadratic Programming(SQP), etc.

¡ 목적함수의수
— 단일 최적화 문제(Single-Objective Optimization Problem)
— 다중 최적화 문제(Multi-Objective Optimization Problem)

¡ Weighting Method, Constraint Method



비제약최적화문제 제약최적화문제

선형 비선형 선형 비선형

목적함수
(예시)

제약조건
(예시)

없음 없음

①직접탐사법
- Hooke&Jeeves
- Nelder&Mead

② Gradient 방법
- Steepest Descent방법4)

-공액경사도방법4)(Conjugate
Gradient 방법)

- Newton방법5)

- Davidon-Fletcher-Powell(DFP)
방법5)

- Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno(BFGS) 방법5)

- Penalty Function1)을구성한후비제약최적화문제
로변환한후 해를구함

최적화최적화문제의문제의분류와분류와 해법해법(2009.01.15 (2009.01.15 수정수정))

21
2
2

2
1 3)( xxxxf -+=x21

2
2

2
1 3)( xxxxf -+=x1 2( ) 2f x x= +x 1 2( ) 2f x x= +x

1 2

1

( ) 5 0
( ) 0

h x x
g x

= + =
= - £

x
x

minimize f(x) minimize f(x) minimize f(x) minimize f(x)

2 2
1 1 2

2 1

1 1( ) 1.0 0
6 6

( ) 0

g x x

g x

= + - £

= - £

x

x

21
2
2

2
1 3)( xxxxf -+=x

minimize f(x)

1 2

1

( ) 5 0
( ) 0

h x x
g x

= + =
= - £

x
x

Penalty Function으로
해를구할수있으나
일반적으로
선형계획법을사용
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국부최적
화방법

①직접탐사법
- Hooke&Jeeves
- Nelder&Mead

② Gradient 방법
- Steepest Descent방법4)

-공액경사도방법4)(Conjugate
Gradient 방법)

- Newton방법5)

- Davidon-Fletcher-Powell(DFP)
방법5)

- Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno(BFGS) 방법5)

- Simplex 방법
(선형계획법, 
Linear Programming)

- 2차계획법
(Quadratic Programming)

-근사화방법 – SLP
선형계획문제2)로 근사화
후개선된탐색점을 찾고, 
그점에서다시 선형계획
문제를푸는방법

-근사화방법 – SQP
2차계획문제3)로 근사화
후개선된탐색점을 찾고, 
그점에서다시 2차계획문
제를푸는방법

전역최적
화방법

Genetic Algorithms(GA), Simulated Annealing, etc.

2) 선형 계획문제
(Linear Programming Problem)

목적함수: 1차형식
제약조건: 1차형식

3) 2차 계획 문제
(Quadratic Programming Problem)

목적함수: 2차형식
제약조건: 1차형식

1) Penalty Function
제약조건의 위배량을
원래목적 함수에 더한
수정된목적 함수

4) Gradient 방법중
함수의 1차 미분만을
고려하는방법

5) Gradient 방법중
함수의 2차 미분까지
고려하는방법

Penalty Function으로
해를구할수있으나
일반적으로
선형계획법을사용



Ch2. Ch2. 비제약비제약최적화최적화기법기법

2.1 Gradient 방법
Steepest Descent 방법
공액 경사도 방법(Conjugate Gradient 방법)
Newton의 방법
Davidon-Fletcher-Powell(DFP) 방법
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) 방법

2.2 황금분할에의한 1차원탐색방법

2.3 직접탐사법(Direct Search Method)
Hooke & Jeeves의 직접 탐사법
Nelder & Mead의 Simplex 방법

2.1 Gradient 방법
Steepest Descent 방법
공액 경사도 방법(Conjugate Gradient 방법)
Newton의 방법
Davidon-Fletcher-Powell(DFP) 방법
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno(BFGS) 방법

2.2 황금분할에의한 1차원탐색방법

2.3 직접탐사법(Direct Search Method)
Hooke & Jeeves의 직접 탐사법
Nelder & Mead의 Simplex 방법



2.1 Gradient 2.1 Gradient 방법방법



2.1 Gradient 2.1 Gradient 방법방법
-- Steepest Descent Steepest Descent 방법방법((최속최속강하법강하법))

¡ 탐색방향(Search Direction)을 목적함수의 Gradient Vector의
반대방향으로 가정하고순차적으로 최적해를찾는 방법
Æ Gradient Vector(Ñf(x)): 함수값이최대로증가하는방향

:함수값이가장 많이감소하는방향

목적 함수를 최소화 하는 문제일 경우 ( )f= - º -Ñd c x
탐색방향

x2
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Ñf(x(1))

탐색방향
x*

x(0)

x(2)

x(1)x(3)

Ñf(x(0))

탐색방향

x1



비제약비제약최적화최적화문제문제

¡ Steepest descent 방법(최속강하법, 최대경사법)을이용하여 2변수
함수의최소점을구하시오. 단, 시작점 x(0) = (0, 0), convergence tolerance 
e = 0.001이며, x(3)까지구하시오.

2
221

2
12121 22),( xxxxxxxxf +++-=Minimize

Æ미지수 2개인 최적화 문제

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

-4

-2

0

2

4
-4

-2

0

2

4

0

50

100

-4

-2

0

2

4

x2
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-4 -2 0 2 4
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0
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0

2

4

0

50

100

-4

-2

0

2

4

f(x1, x2)

x2

x1

x1

A

A: True solution
x1

* = -1.0, x2
* = 1.5, f (x1

*, x2
*) = -1.25
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2

비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을이용한이용한해법해법(1)(1)

¡ 단계 1 -
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241
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21

21)0(

xx
xx

ff x

(1)

(1)

  ( )        
( ) 2 2 0

f
df

d
a

a
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함수 f 를어떻게 로미분할수있는가?a
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- [[참고참고] x] x의의함수함수 ff를를 xx가가아닌아닌다른다른변수로변수로미분미분
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1 2( , ) ( )f x x f= x : 함수 f 는 x에대한 함수
(1) ( , )a a= -x : x(1)는 에대한함수a

à x (1)를함수 f 에대입하였으므로
함수 f는 에대한함수이고,
로미분가능하다.

a
a

이와유사하게다음도 생각해볼수있다.
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함수 f 를어떻게 로미분할수있는가?a

* * *1( ) ( ) ( ) 
2

T Tf f+ D = + D + D Dx x x c x x H x x

*( )f + Dx x 의테일러전개(2차항까지고려)

* * *1( ) ( ) ( ) 
2

T Tf f+ D - = D + D Dx x x c x x H x x

여기서 x*는상수이므로,     를 변수로취급하여Dx
*1( ) ( ) 

2
T Tf D = D + D Dx c x x H x x

함수 f 가 최소값을가질조건

이와유사하게다음도 생각해볼수있다.
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을이용한이용한해법해법(2)(2)

¡ 단계 2 - 구하기)2(x
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을이용한이용한해법해법(3)(3)

¡ 단계 3 - 구하기)3(x
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Steepest descent Steepest descent 방법을방법을이용한이용한해법해법(4)(4)

¡ 단계 4 - 구하기최적해  
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Gradient Gradient 방법방법
--공액공액경사도경사도방법방법(Conjugate Gradient (Conjugate Gradient 방법방법)(1))(1)

¡ 탐색방향을수정하여최속강하법보다수렴율을향상시킨방법. 현재의
최속강하방향에직전에사용된탐색방향을척도화시켜더한것을탐색
방향으로사용함

— 단계 1 : 초기 설계점 를추정한다. 반복횟수번호를 으로둔다.
또한수렴매개변수 을선정하고최적탐색방향을계산한다.

그리고,                식을만족하면반복과정을마치고만족하지않으면
단계 4로 간다(공액경사법과최속강하법의단계 1은동일함).

— 단계 2 : 목적 함수의경사도를계산한다.

여기서, 만일 이면멈춘다. 그렇지않으면계속한다.

)0(x 0=k
e

)( )0()0()0( xcd f-Ñº-=
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¡ 탐색방향을수정하여최속강하법보다수렴율을향상시킨방법. 현재의
최속강하방향에직전에사용된탐색방향을척도화시켜더한것을탐색
방향으로사용함

— 단계 1 : 초기 설계점 를추정한다. 반복횟수번호를 으로둔다.
또한수렴매개변수 을선정하고최적탐색방향을계산한다.

그리고,                식을만족하면반복과정을마치고만족하지않으면
단계 4로 간다(공액경사법과최속강하법의단계 1은동일함).

— 단계 2 : 목적 함수의경사도를계산한다.

여기서, 만일 이면멈춘다. 그렇지않으면계속한다.

)( )0()0()0( xcd f-Ñº-=

e<)0(c

)( )()( kk f xc Ñ=

e<)(kc



Gradient Gradient 방법방법
--공액공액경사도경사도방법방법(Conjugate Gradient (Conjugate Gradient 방법방법)(2))(2)

— 단계 3 : 다음과같이새로운탐색방향을계산한다.

— 단계 4 :                        를최소화하는 를계산한다.
— 단계 5 : 현재의설계점을다음과같이변경한다.

로두고단계 2로간다.

)( )()( kkf dx a+ kaa =

2)1()(

)1()()(

)/( -

-

=

+-=
kk

k

k
k

kk

cc

dcd

b

b 전단계의탐색방향

전단계의탐색방향을고려하여현재의탐색방향을설정한다는의미
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— 단계 3 : 다음과같이새로운탐색방향을계산한다.

— 단계 4 :                        를최소화하는 를계산한다.
— 단계 5 : 현재의설계점을다음과같이변경한다.

로두고단계 2로간다.

)( )()( kkf dx a+ kaa =
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k

kk dxx a+=+
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Conjugate gradient Conjugate gradient 방법을방법을이용한이용한해법해법(1)(1)
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Conjugate gradient Conjugate gradient 방법을방법을이용한이용한해법해법((22))
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Conjugate gradient Conjugate gradient 방법을방법을이용한이용한해법해법((33))

þ
ý
ü

î
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

-+÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=

1
1

)1(
2
2

1
1

1
1)2( ax

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+
-

=
a21

1

대체함로을편의상       )1( aa

124)( 2)2( --= aaxf

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
x2

)2(x

선박기본설계개론선박기본설계개론, 2006.3, 2006.3 NAOE/SNU
Computer Aided Ship Design 2008 Computer Aided Ship Design 2008 –– PART III: Optimization MethodsPART III: Optimization Methods

57

124)( 2)2( --= aaxf

÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
=\

5.1
1)2(x

.    

  0
)2(

)2(

된다최적점이가

이므로

x

c e£=

으로부터

조건가질최소값을가함수

0)(
      )(  

)2(

)2(

=
ad

df
f

x
x

25.0=a

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x1

)0(x

)1(x

)2(x



Gradient Gradient 방법방법
-- NewtonNewton의의방법방법

¡ 헷세행렬을 사용하여탐색 방법을개선한 방법
— 단계 1 : 시작점 을추정한다. 반복회수번호를 으로둔다. 
그리고종료기준으로허용치 을선정한다.  

— 단계 2 :         에서 까지 를계산한다.
— 단계 3 : 헷세행렬을계산한다.

— 단계 4 : 탐색방향을계산한다.

— 단계 5 : 설계점을 로수정한다.
이때 는 를최소화하도록계산된다.    를계산하기
위해서는어떠한 1차원탐색법도사용할수있다. 초기이동거리
추정으로 로가정한다.

— 단계 6 :              로두고단계 2를수행한다.
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Newton Newton 방법을방법을이용한이용한해법해법(1)(1)
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Newton Newton 방법을방법을이용한이용한해법해법(2)(2)
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- Newton Newton 방법을방법을이용한이용한해법해법(3)(3)
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Gradient Gradient 방법방법
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFP) Powell(DFP) 방법방법(1/2)(1/2)

¡ 1차미분만을이용하여 의 역헷세 행렬을근사적으로
계산하는방법
— 단계 1 : 시작점 를추정한다.
목적함수의역헷세행렬을근사적으로추정하기위해대칭의양정
행렬 을선정한다. 처음시작할때는 를선택할수있다. 
수렴매개변수 을정하고,          이라두고 Gradient 벡터를다음과
같이계산한다.

— 단계 2 : Gradient 벡터의 Norm        를계산한다.
만일 이면반복과정을멈추고그렇지않으면다음단계로
계속진행한다. 이방법의첫단계는최속강하법과같다. 즉, 첫
단계에서는단계 4로간다.

— 단계 3 : 탐색방향을다음과같이계산한다.

즉, Newton 방법의 을근사적으로 로대체한다.
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0=ke
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¡ 1차미분만을이용하여 의 역헷세 행렬을근사적으로
계산하는방법
— 단계 1 : 시작점 를추정한다.
목적함수의역헷세행렬을근사적으로추정하기위해대칭의양정
행렬 을선정한다. 처음시작할때는 를선택할수있다. 
수렴매개변수 을정하고,          이라두고 Gradient 벡터를다음과
같이계산한다.

— 단계 2 : Gradient 벡터의 Norm        를계산한다.
만일 이면반복과정을멈추고그렇지않으면다음단계로
계속진행한다. 이방법의첫단계는최속강하법과같다. 즉, 첫
단계에서는단계 4로간다.

— 단계 3 : 탐색방향을다음과같이계산한다.

즉, Newton 방법의 을근사적으로 로대체한다.
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Gradient Gradient 방법방법
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFP) Powell(DFP) 방법방법(2/2)(2/2)

— 단계 4 :                        를최소화하는이동거리 를계산한다.
— 단계 5 : 설계점을 로수정한다. 
— 단계 6 : 목적 함수의근사적역헷세행렬 를다음과같이보정한다.

여기서, 보정행렬 는다음과같이계산한다.

— 단계 7 :               로두고단계 2를수행한다.
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— 단계 4 :                        를최소화하는이동거리 를계산한다.
— 단계 5 : 설계점을 로수정한다. 
— 단계 6 : 목적 함수의근사적역헷세행렬 를다음과같이보정한다.

여기서, 보정행렬 는다음과같이계산한다.

— 단계 7 :               로두고단계 2를수행한다.
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFP) Powell(DFP) 방법을방법을이용한이용한해법해법(1)(1)

으로부터
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFP) Powell(DFP) 방법을방법을이용한이용한해법해법(2)(2)
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- DavidonDavidon--FletcherFletcher--Powell(DFP) Powell(DFP) 방법을방법을이용한이용한해법해법(3)(3)
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Gradient Gradient 방법방법
-- BroydenBroyden--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--ShannoShanno(BFGS) (BFGS) 방법방법(1/2)(1/2)

¡ DFP 방법은매 반복단계에서 역헷세 행렬을근사적으로
계산하는데비해, BFGS 방법은 헷세행렬을수정하는 방법
— 단계 1 : 시작점 을추정한다.
목적함수의헷세행렬을근사적으로추정하기위하여대칭의양정
행렬 를선정한다. 처음시작할때는 를선택할수있다. 
수렴매개변수 을정하고,         이라두고 Gradient 벡터를계산한다.

— 단계 2 : Gradient 벡터의 Norm         를계산한다.
이면반복과정을멈추고아니면다음단계를수행한다.

— 단계 3 : 탐색방향 를구하기위해다음의선형방정식을푼다.

수학적으로는 Newton 방법의 와같으나실제로는
를근사적으로보정한다.

)0(x

)0(H IH =)0(

0=ke
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¡ DFP 방법은매 반복단계에서 역헷세 행렬을근사적으로
계산하는데비해, BFGS 방법은 헷세행렬을수정하는 방법
— 단계 1 : 시작점 을추정한다.
목적함수의헷세행렬을근사적으로추정하기위하여대칭의양정
행렬 를선정한다. 처음시작할때는 를선택할수있다. 
수렴매개변수 을정하고,         이라두고 Gradient 벡터를계산한다.

— 단계 2 : Gradient 벡터의 Norm         를계산한다.
이면반복과정을멈추고아니면다음단계를수행한다.

— 단계 3 : 탐색방향 를구하기위해다음의선형방정식을푼다.

수학적으로는 Newton 방법의 와같으나실제로는
를근사적으로보정한다.

)( )0()0( xc fÑ=
)(kc

e<)(kc

)()()( kkk cdH -=

)(kd

)()(1)( kkk cHd --=
H



Gradient Gradient 방법방법
-- BroydenBroyden--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGS) Shanno(BFGS) 방법방법(2/2)(2/2)

— 단계 4 :                      를최소화하는이동거리 를계산한다.
— 단계 5 : 설계점을 로수정한다. 
— 단계 6 : 목적함수의근사적헷세행렬 를다음과같이보정한다.

여기서, 보정행렬 와 는다음과같이계산한다.

— 단계 7 :              로두고단계 2를수행한다.
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— 단계 4 :                      를최소화하는이동거리 를계산한다.
— 단계 5 : 설계점을 로수정한다. 
— 단계 6 : 목적함수의근사적헷세행렬 를다음과같이보정한다.

여기서, 보정행렬 와 는다음과같이계산한다.

— 단계 7 :              로두고단계 2를수행한다.
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; 설계점의변화

; 경사도의변화
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- BroydonBroydon--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGS) Shanno(BFGS) 방법을방법을이용한이용한해법해법(1)(1)
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- BroydonBroydon--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGS) Shanno(BFGS) 방법을방법을이용한이용한해법해법(2)(2)
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비제약비제약최적화최적화문제문제
-- BroydonBroydon--FletcherFletcher--GoldfarbGoldfarb--Shanno(BFGS) Shanno(BFGS) 방법을방법을이용한이용한해법해법(3)(3)
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2.2 2.2 황금황금분할에분할에의한의한
11차원차원탐색탐색방법방법(“(“황금황금분할법분할법””))



2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법
--최소값이최소값이위치하는위치하는구간구간탐색탐색 (1/2)(1/2)

¡ 최소값이위치하는구간탐색
— 황금분할법은최소값이위치하는초기구간을알고시작해야한다.
— 과 에서의함수값 과 를계산하여 이

보다작으면이동량을 의증가치를택한다.
즉, 증분이이전증가의 1.618배이다. (Fibonacci sequence)
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— 에서의함수값이 와 에서의값보다작다면,

최소점은두구간, 즉 와 사이에있다.

— 최소점이존재하는구간의상한과하한은

2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법
--최소값이최소값이위치하는위치하는구간구간탐색탐색 (1/2)(1/2)

1-qa 2-qa qa
)()(   ),()( 121 qqqq ffff aaaa << ---

qa 2-qa
f(a) f(a)

최소값이존재하는구간최소값이존재하는구간
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— 에서의함수값이 와 에서의값보다작다면,

최소점은두구간, 즉 와 사이에있다.

— 최소점이존재하는구간의상한과하한은
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2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법
-- Fibonacci sequenceFibonacci sequence

Fibonacci sequence

정의: 0 10;    1;F F= = 1 2 ,    2,  3,  n n nF F F n- -= + = L

è 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, …

( )1 1 5,   1.6180339887
25

nn
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j j
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I(k)

2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법
--최소값이최소값이위치하는위치하는구간의구간의세분화세분화

¡ 최소값이 위치하는 구간의 세분화

— 최소값이위치하는구간 I(k)를 t : 1-t로내분하는점을
양끝으로부터각각구한다.

— 구한점들에서의함수값을비교하여구간을세분화한다.
¡ 아래그림과같이 양끝점에서대칭으로위치한두 점으로부터같은
간격 t I(k)만큼떨어진
점 aa 와 ab 를잡는다.

¡ 그점에서의함수값을 계산하여큰쪽의구간을버리고, 남은구간을
새로운구간으로정한다.

<t = 2/3일 경우의예>

aq-2 aq

f(a)
최소값이존재하는구간

al au

= =

이구간을
반복적으로
세분화함
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(1 - t)I(k)=(1/3)I(k)tI(k)=(2/3)I(k)

ab

I(k)

al au

(a)

(1 - t)I(k)=(1/3)I(k) tI(k)=(2/3)I(k)

aa

<t = 2/3일 경우의예>

f(aa) < f(ab)라고 가정하면
최소값이존재하는구간은

다음과같이변경됨 I(k+1)=tI(k)=(2/3)I(k)

al¢
(b)

au¢
tI(k+1) (1 - t)I(k+1)

ab¢aa¢

aal¢ aa¢ ab¢ au¢

최소값이존재하는 구간이 변경될 때마다

f(aa¢), f(ab¢ )에서의 함수값을 새로 구해야 함
<문제제기>

이전구간에서의 함수값을 활용할 수 없을까?



2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법
--최소값이최소값이위치하는위치하는구간의구간의세분화세분화

f(aa) < f(ab)라고 가정하면
최소값이존재하는구간은

다음과같이변경됨

(1 - t)I(k) tI(k)

aa

(1 - t)I(k)tI(k)
I(k)

al au
(a)

I(k+1) =tI(k)

¡ 최소값이 위치하는 구간의 세분화

— 최소값이위치하는구간 I(k)를 t : 1-t로내분하는점을양끝으로부터각각구한다.
¡ 최소값이 위치하는 구간의 세분화

— 최소값이위치하는구간 I(k)를 t : 1-t로내분하는점을양끝으로부터각각구한다.

ab
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f(aa) < f(ab)라고 가정하면
최소값이존재하는구간은

다음과같이변경됨
tI(k+1) (1 - t)I(k+1)

ab¢

I(k+1) =tI(k)

al¢ au¢
(b)

0)1( )()( =--× kk II ttt

1.  f(aa)를 다음구간 I(k+1)에서사용하려 함
2. aa 가 I(k+1)구간의aa¢혹은 ab¢와일치하도록 t를 결정

1.  f(aa)를 다음구간 I(k+1)에서사용하려 함
2. aa 가 I(k+1)구간의aa¢혹은 ab¢와일치하도록 t를 결정

¢= aa aa

tI(k+1)(1 - t)I(k+1)
aa¢

)1()( )1()1( +-=- kk II tt
)()( )1()1( kk II ttt -=-

)()( kk II t=

3-1. aa 가 aa¢와 일치한다고 가정3-1. aa 가 aa¢와 일치한다고 가정

t =1이므로우리가원하는값이 아님

3-2. aa 가 ab¢와 일치한다고 가정3-2. aa 가 ab¢와 일치한다고 가정
¢= ba aa

)1()()1( +=- kk II tt
)()()1( kk II ××=- ttt

01 2 =-+tt
618.1,618.0 -=t 618.0



2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색 방법방법
--최소값이최소값이위치하는위치하는구간의구간의세분화세분화

f(aa) > f(ab)라고 가정하면
최소값이존재하는구간은

다음과같이변경됨

(1 - t)I(k) tI(k)

(1 - t)I(k)tI(k)
ab

I(k+1) =tI(k)

I(k)

al au
(a)

aa

¡ 최소값이 위치하는 구간의 세분화

— 최소값이위치하는구간 I(k)를 t : 1-t로내분하는점을양끝으로부터각각구한다.
¡ 최소값이 위치하는 구간의 세분화

— 최소값이위치하는구간 I(k)를 t : 1-t로내분하는점을양끝으로부터각각구한다.
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f(aa) > f(ab)라고 가정하면
최소값이존재하는구간은

다음과같이변경됨

tI(k+1) (1 - t)I(k+1)

ab¢

I(k+1) =tI(k)

al¢ au¢
(b)

0)1( )()( =--× kk II ttt

1.  f(ab)를 다음구간 I(k+1)에서사용하려 함
2. ab 가 I(k+1)구간의aa¢혹은 ab¢와일치하도록 t를 결정

1.  f(ab)를 다음구간 I(k+1)에서사용하려 함
2. ab 가 I(k+1)구간의aa¢혹은 ab¢와일치하도록 t를 결정

¢= bb aa

tI(k+1)(1 - t)I(k+1)

aa¢

)1()( )1()1( +-=- kk II tt
)()( )1()1( kk II ttt -=-

)()( kk II t=

3-1. ab 가 ab¢와 일치한다고 가정3-1. ab 가 ab¢와 일치한다고 가정

t =1이므로우리가원하는값이 아님

3-2. ab 가 aa¢와 일치한다고 가정3-2. ab 가 aa¢와 일치한다고 가정
¢= ab aa

)1()()1( +=- kk II tt
)()()1( kk II ××=- ttt

01 2 =-+tt
618.1,618.0 -=t 618.0



2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색방법방법
--황금분할법황금분할법알고리즘알고리즘요약요약 (1/2)(1/2)

— 단계 1 : 최소점이존재하는구간탐색
에서미소의이동량 를선정하고

을만족하는 를정하고, 다음의식으로상한과하한을결정한다.

여기서, 간격 을정한다.

— 단계 2 :           와 를계산한다. 이때,                         이고
이다.

— 단계 3 :           와 를비교하여그결과에따라단계 4, 5, 6으로
간다.

)()( ),()( 121 qqqq ffff aaaa << ---
q

åå
-

=
-

=

=º=º
2

0
2

0
)618.1(,)618.1(

q

j

j
ql

q

j

j
qu daadaa

a d

(1 - t)I(k) tI(k)

aa

(1 - t)I(k)tI(k)

ab

I(k)

al au
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— 단계 1 : 최소점이존재하는구간탐색
에서미소의이동량 를선정하고

을만족하는 를정하고, 다음의식으로상한과하한을결정한다.

여기서, 간격 을정한다.

— 단계 2 :           와 를계산한다. 이때,                         이고
이다.

— 단계 3 :           와 를비교하여그결과에따라단계 4, 5, 6으로
간다.

luI aa -=

)( af a )( bf a Ila 382.0+=aa
Ilb 618.0+=aa

)( af a )( bf a



2.2 2.2 황금황금 분할에분할에 의한의한 11차원차원 탐색탐색방법방법
--황금분할법황금분할법알고리즘알고리즘요약요약 (2/2)(2/2)

— 단계 4 :                      이면, 최적점 는 과 사이에있다.
세분화된구간의새로운한계는 이고 이다.
또한 이다.                                     에서 를계산하고
단계 7로간다.

— 단계 5 :                      이면, 최적점 는 과 사이에있다.
세분화된구간의새로운한계는 이고 이다.
또한 이다.                                     에서 를계산하고
단계 7로간다.

— 단계 6 :                      이면,                        라두고단계 7로간다.

— 단계 7 : 만일새로운세분화된구간 이충분히작아서
수렴기준을만족하면(즉,        ),                          라두고최적화
과정을마친다. 그렇지않으면,                            의 Prime(  ) 부호를
삭제하고단계 3으로돌아간다.

)()( ba ff aa < *a la ba
ll aa =' bu aa ='

ab aa =' )''(382.0'' lula aaaa -+= )'( af a

)()( ba ff aa > *a aa ua

tI(k+1) (1 - t)I(k+1)

ab¢

(1 - t)I(k) tI(k)

aa

(1 - t)I(k)tI(k)

ab

I(k)

al au

I(k+1) =tI(k)

al¢ au¢

tI(k+1)(1 - t)I(k+1)

aa¢
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— 단계 4 :                      이면, 최적점 는 과 사이에있다.
세분화된구간의새로운한계는 이고 이다.
또한 이다.                                     에서 를계산하고
단계 7로간다.

— 단계 5 :                      이면, 최적점 는 과 사이에있다.
세분화된구간의새로운한계는 이고 이다.
또한 이다.                                     에서 를계산하고
단계 7로간다.

— 단계 6 :                      이면,                        라두고단계 7로간다.

— 단계 7 : 만일새로운세분화된구간 이충분히작아서
수렴기준을만족하면(즉,        ),                          라두고최적화
과정을마친다. 그렇지않으면,                            의 Prime(  ) 부호를
삭제하고단계 3으로돌아간다.

)()( ba ff aa > *a
al aa =' uu aa ='

ba aa =' )''(618.0'' lulb aaaa -+= )'( bf a

aa ua

)()( ba ff aa = bual aaaa ==  ,

)'''( luI aa -=
e<'I 2/)''(*

lu aaa -=
'   ,'   ,'   ,' ubal aaaa '



황금황금분할법분할법 ProgrammingProgramming Guide (2)Guide (2)

3단계 :           과 를 비교)( af a )( bf a

)()( ba ff aa <①

)()( ba ff aa >②

I

al aa au a

f(a)

상한하한

최소값이존재하는구간

ab

0.618I 0.382I

최적점 는 과 사이에 있다.

세분화된 구간의 새로운 한계는 이고 이다. 또한 이다.

에서 를 계산하고 단계 4로 간다.

*a la ba

ll aa =' bu aa ='ab aa ='
)''(382.0'' lula aaaa -+= )'( af a
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)()( ba ff aa >②

)()( ba ff aa =③

라 두고 단계 4로 간다.bual aaaa ==  ,

4단계 : 구간 의 길이가 Tolerance보다
작으면 종료한다. 아닐 경우 2단계로 돌아간다.

)'''( luI aa -=

최적점 는 과 사이에 있다.

세분화된 구간의 새로운 한계는 이고 이다. 또한 이다.

에서 를 계산하고 단계 4로 간다.

최적점 는 과 사이에 있다.

세분화된 구간의 새로운 한계는 이고 이다. 또한 이다.

에서 를 계산하고 단계 4로 간다.

*a aa ua

ba aa =' uu aa ='al aa ='
)''(618.0'' lulb aaaa -+= )'( bf a



황금황금분할법분할법 ProgrammingProgramming Guide (3)Guide (3)

// [Input]
//    x[0]: 최소값이 존재하는 영역의 하한
//    x[2]: 최소값이 존재하는 영역의 상한
//    x[1]: x[0] < x[1] < x[2]인 동시에 f(x[0]) > f(x[1]) and f(x[2]) > f(x[1])인 점
// [Output]
//    xmin: f를 최소로 하는 점과 이 점에서의 목적 함수값

double GoldenSectionSearch(double *x, double (*f)(double), double *xmin)
{

double TOLERANCE = 1.0e-6;
double f1, f2, a0, a1, a2, a3;
a0 = x[0]; a3 = x[2];

if (fabs(x[2] – x[1]) > fabs(x[1] - x[0])) {
a1 = x[1]; a2 = x[1] + (1.0 - 0.618) * (x[2] - x[1]); }

else { a2 = x[1]; a1 = x[1] - (1.0 - 0.618) * (x[1] - x[0]); }

f1 = (*f)(a1); f2 = (*f)(a2);

while (fabs(a3 - a0) > TOLERANCE ) {
if (f2 < f1) { a0 = a1; a1 = a2; a2 = 0.618 * a1 + (1.0 - 0.618) * a3;

f1 = f2; f2 = (*f)(a2); }
else { a3 = a2; a2 = a1; a1 = 0.618 * a2 + (1.0 - 0.618) * a0;

f2 = f1; f1 = (*f)(a1); }
}

if (f1 < f2) { *xmin = a1; return f1; }
else { *xmin = a2; return f2; }

}
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// [Input]
//    x[0]: 최소값이 존재하는 영역의 하한
//    x[2]: 최소값이 존재하는 영역의 상한
//    x[1]: x[0] < x[1] < x[2]인 동시에 f(x[0]) > f(x[1]) and f(x[2]) > f(x[1])인 점
// [Output]
//    xmin: f를 최소로 하는 점과 이 점에서의 목적 함수값

double GoldenSectionSearch(double *x, double (*f)(double), double *xmin)
{

double TOLERANCE = 1.0e-6;
double f1, f2, a0, a1, a2, a3;
a0 = x[0]; a3 = x[2];

if (fabs(x[2] – x[1]) > fabs(x[1] - x[0])) {
a1 = x[1]; a2 = x[1] + (1.0 - 0.618) * (x[2] - x[1]); }

else { a2 = x[1]; a1 = x[1] - (1.0 - 0.618) * (x[1] - x[0]); }

f1 = (*f)(a1); f2 = (*f)(a2);

while (fabs(a3 - a0) > TOLERANCE ) {
if (f2 < f1) { a0 = a1; a1 = a2; a2 = 0.618 * a1 + (1.0 - 0.618) * a3;

f1 = f2; f2 = (*f)(a2); }
else { a3 = a2; a2 = a1; a1 = 0.618 * a2 + (1.0 - 0.618) * a0;

f2 = f1; f1 = (*f)(a1); }
}

if (f1 < f2) { *xmin = a1; return f1; }
else { *xmin = a2; return f2; }

}



황금황금분할법분할법 ProgrammingProgramming Guide (4)Guide (4)

#include <stdio.h>
#include <math.h>

double f1(double x);
double f2(double x);
double f3(double x);
void FindSection(double x_start, double x_delta, double (*ObjFunc)(double), 
double *x);
double GoldenSectionSearch(double *x, double (*f)(double), double *xmin);

int main()
{
double init_x = 0;
double delta = 1;
double *x = new double [3]; 
double *xmin = 0;
double f_min;

//f1
FindSection(init_x,delta,f1,x);
f_min = GoldenSectionSearch(x,f1,xmin);

//f2
FindSection(init_x,delta,f2,x);
f_min = GoldenSectionSearch(x,f2,xmin);

//f3
FindSection(init_x,delta,f3,x);
f_min = GoldenSectionSearch(x,f3,xmin);

return 0;
}

//f(x)=x^2
double f1(double x)
{

return x*x;
}

//f(x)=sin x
double f2(double x)
{

return sin(x);
}

//f(x)=x^3-x^2+x-1
double f3(double x)
{

return pow(x,3) - pow(x,2) + x - 1;
}
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

double f1(double x);
double f2(double x);
double f3(double x);
void FindSection(double x_start, double x_delta, double (*ObjFunc)(double), 
double *x);
double GoldenSectionSearch(double *x, double (*f)(double), double *xmin);

int main()
{
double init_x = 0;
double delta = 1;
double *x = new double [3]; 
double *xmin = 0;
double f_min;

//f1
FindSection(init_x,delta,f1,x);
f_min = GoldenSectionSearch(x,f1,xmin);

//f2
FindSection(init_x,delta,f2,x);
f_min = GoldenSectionSearch(x,f2,xmin);

//f3
FindSection(init_x,delta,f3,x);
f_min = GoldenSectionSearch(x,f3,xmin);

return 0;
}

//f(x)=x^2
double f1(double x)
{

return x*x;
}

//f(x)=sin x
double f2(double x)
{

return sin(x);
}

//f(x)=x^3-x^2+x-1
double f3(double x)
{

return pow(x,3) - pow(x,2) + x - 1;
}



황금황금분할법의분할법의 확장확장
--목적목적함수가함수가다변수다변수함수일함수일때때탐색탐색방향이방향이주어질주어질경우경우

목적함수식 탐색방향 시작위치

1변수함수 double (*f)(double x)
하나의변수만입력

1변수함수이므로
탐색방향은이미
주어져있음

double x_start

다변수함수 double (*f)(double *x, int n)
여러개의변수를입력받고,
변수의개수도입력

탐색방향을 Vector 
형태로주어야함

double *x_start
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double f(double x);

void FindSection(double x_start, double x_delta, double (*f)(double), double *x);

double GoldenSectionSearch(double *section, double (*f)(double), double *xmin);

double f(double *x, int n);

void FindSection(double *x_start, double *x_delta, double (*f)(double*, int), double **x);

double GoldenSectionSearch(double **section, double (*f)(double*, int), double *xmin);



비제약비제약최적화최적화문제문제 예시예시

¡ 황금분할법을이용하여다음 2변수함수의최소점을구하시오. 단, 시작점
x(0) = (0, 0), convergence tolerance e = 10-6, 탐색방향은 (1.0, -1.5)이다.

2
221

2
12121 22),( xxxxxxxxf +++-=Minimize

Æ미지수 2개인 최적화 문제
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공학수학 Review
- Directional Derivative & Gradient Vector

공학수학 Review
- Directional Derivative & Gradient Vector



공학수학공학수학 ReviewReview
-- Directional Derivative & Gradient VectorDirectional Derivative & Gradient Vector



Directional DerivativeDirectional Derivative

z
),( yxfz =

:Rate of change of     in the    -direction iff
x
¶
¶
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Directional DerivativeDirectional Derivative

z
),( yxfz =

:Rate of change of     in the    -direction jf
f
y
¶
¶
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¡ Example 2
Gradient at a Point

If F(x,y,z)=xy2+3x2-z3, find ∇F(x,y,z)
at (2,-1,4).

Solution)Solution)
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Computing a Directional Derivative

If                              is differentiable function of x and y and  
then,

Theorem 9.6

),( yxfz =
uu ×Ñ= ),(),( yxfyxfD

jiu qq sincos +=
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x yD f x y f x y f x y
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¡ Example 3
Directional Derivative

Find the directional derivative of f(x,y)=2x2y3+6xy at 
(1,1) in the direction of a unit vector whose angle 
with the positive x-axis is π/6.

Solution)Solution)
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Solution)Solution)
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¡ Example 4
Directional Derivative

Consider the plane that is perpendicular to the Consider the plane that is perpendicular to the xyxy--
plane and passes through the points plane and passes through the points PP(2,1)(2,1) and and 
QQ(3,2)(3,2). What is the slope of the tangent line to the . What is the slope of the tangent line to the 
curve on intersection of this plane with the surface curve on intersection of this plane with the surface 
ff((xx,,yy)=4)=4xx22++yy22 at at (2,1,17) (2,1,17) in the direction of in the direction of QQ??
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Solution)Solution)
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¡ Example 5
Directional Derivative

Find the directional derivative of 
F(x,y,z)=xy2-4x2y+z2 at (1,-1,2) in the 
direction of 6i+2j+3k.

Solution)Solution)
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Points in the direction of maximum increase of     at P fÑ f

The rate of change of in the direction given by the vector    : f u

( , ) [ ( , ) ( , ) ] (cos sin ) ( , )x yD f x y f x y f x y f x yq q= + × + = Ñ ×u i j i j u

cos cos , :angle between and
1 cos 1

D f f f ff f f

f

= Ñ = Ñ Ñ

- £ £
u u u
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The maximum value of D fu D f f= Ñu cos 1, 0f f= =, When 

has the same direction of fÑu
is the direction of maximum increase of     at P fÑ f

is the direction of maximum decrease of     at P f-Ñ f
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¡ Example 6
Max/Min of Directional 
Derivative

In Example 5 the maximum value of the directional In Example 5 the maximum value of the directional 
derivative at derivative at FF at at (1,(1,--1,2)1,2) is is 

.133)2,1,1( =-ÑF
The minimum value of The minimum value of DDuuFF(1,(1,--1,2)1,2) is then is then 
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The minimum value of The minimum value of DDuuFF(1,(1,--1,2)1,2) is then is then 

.133-
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¡ Example 7
Direction of Steepest 
Ascent

Each year in Los Angeles there is a bicycle race up Each year in Los Angeles there is a bicycle race up 
to the top of a hill by a road known to be the to the top of a hill by a road known to be the 
steepest in the city. To understand why a bicyclist steepest in the city. To understand why a bicyclist 
with a modicum of sanity will zigzag up the road, with a modicum of sanity will zigzag up the road, 
let us suppose the graph of let us suppose the graph of 

shown in Figure (a) is a mathematical model of the shown in Figure (a) is a mathematical model of the 
hill. The gradient of f ishill. The gradient of f is

where where rr==--xxii--yyjj is a vector pointing to the center of is a vector pointing to the center of 
the circular base.the circular base.

Thus the steepest ascent up the hill is a straight Thus the steepest ascent up the hill is a straight 
road whose projection in the road whose projection in the xyxy--plane is a radius of plane is a radius of 
the circular base. Since the circular base. Since DDuuff==compcompuu∇∇ff, a bicyclist will , a bicyclist will 
zigzag, or seek a direction zigzag, or seek a direction uu other than other than ∇∇ff, in, in
order to reduce this component.order to reduce this component.
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Each year in Los Angeles there is a bicycle race up Each year in Los Angeles there is a bicycle race up 
to the top of a hill by a road known to be the to the top of a hill by a road known to be the 
steepest in the city. To understand why a bicyclist steepest in the city. To understand why a bicyclist 
with a modicum of sanity will zigzag up the road, with a modicum of sanity will zigzag up the road, 
let us suppose the graph of let us suppose the graph of 

shown in Figure (a) is a mathematical model of the shown in Figure (a) is a mathematical model of the 
hill. The gradient of f ishill. The gradient of f is

where where rr==--xxii--yyjj is a vector pointing to the center of is a vector pointing to the center of 
the circular base.the circular base.

Thus the steepest ascent up the hill is a straight Thus the steepest ascent up the hill is a straight 
road whose projection in the road whose projection in the xyxy--plane is a radius of plane is a radius of 
the circular base. Since the circular base. Since DDuuff==compcompuu∇∇ff, a bicyclist will , a bicyclist will 
zigzag, or seek a direction zigzag, or seek a direction uu other than other than ∇∇ff, in, in
order to reduce this component.order to reduce this component.
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¡ Example 8
Direction to Cool Off 
Fastest

The temperature in a rectangular box is 
approximated by

.30,20,10
)3)(2)(1(),,(

££££££
---=

zyx
zyxxyzzyxT

k
4
11,1,

2
1

=÷
ø
ö

ç
è
æÑT

To cool off most rapidly, the mosquito should fly in 
the direction of -1/4k;
that is, it should dive for the floor of the box, 
where the temperature is T(x,y,0)=0.
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Solution)Solution)

If a mosquito is located at (½,1,1), inIf a mosquito is located at (½,1,1), in which which 
direction should it fly to cool off as rapidly as direction should it fly to cool off as rapidly as 
possible?possible?
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