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Ch. 5 Series Solutions of ODEs. Ch. 5 Series Solutions of ODEs. 
S i l F tiS i l F tiSpecial FunctionsSpecial Functions
((상미분방정식의상미분방정식의 급수해법급수해법. . 특수함수특수함수))

변수계수를 갖는 선형미분 방정식을 풀이하는 표준적인 방법인변수계수를 갖는 선형미분 방정식을 풀이하는 표준적인 방법인

power series method (멱급수 해법)을 소개한다

멱급수 해법으로 얻을 수 있는 유명한 특수함수:멱급수 해법으로 얻을 수 있는 유명한 특수함수: 

Bessel function (베셀 함수), Legendre function (르장드르 함수), 

Gauss의 hypergeometric function (초기화함수)Gauss의 hypergeometric function (초기화함수)



55.1 .1 Power Series Method Power Series Method ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))55 o e Se es e odo e Se es e od ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))
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55.1 .1 Power Series Method Power Series Method ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))55 o e Se es e odo e Se es e od ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))

Idea of the Power Series Method:

상미분방정식 에 적용

• 와 를 x 의 거듭제곱급수로 표현

( ) ( ) 0''' =++ yxqyxpy

( )xp ( )xq

• 해를 미지의 계수를 갖는 거듭제곱급수 로 가정

• y 와 y 를 항별미분하여 얻은 급수를 상미분방정식에 대입
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55.1 .1 Power Series Method Power Series Method ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))55 o e Se es e odo e Se es e od ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))
Ex. 1 Solve the following ODE by power series.

xyy 2' xyy 2=

++++== ∑
∞

3
3

2
210

0
xaxaxaaxay m

m
=0m

+++== ∑
∞

=

− 2
321

1

1 32' xaxaaxmay
m

m
m

( )
22232    

232    

3
2

2
10

2
321

2
210

2
321

xaxaxaxaxaa

xaxaaxxaxaa

+++=+++⇒

+++=+++⇒

  ,26  ,25  ,24  ,23  ,22  ,0    

0402

46352413021

aaaaaaaa

aaaaaaaaaaa

=====⇒

======⇒

 ,
!33

 ,
!22

 ,    6402 aaaa =====⇒

2
864

21 xeaxxxxay =⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

+++++=∴ 00 !4!3!2
1  eaxay =⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝

+++++=∴



55.1 .1 Power Series Method Power Series Method ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))55 o e Se es e odo e Se es e od ((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법))
Ex. 2 Solve the following ODE by power series.
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PROBLEM SET 5.1

HW 16HW: 16



55.2 Theory of the .2 Theory of the Power Series Method Power Series Method 55 eo y o eeo y o e o e Se es e odo e Se es e od
((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법의의 이론이론))

Basic Concepts
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• n th Partial Sum (n 번째까지의 부분합): 
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• Convergent (수렴): 부분합의 수열이 수렴할 때

• Value(수렴값) 또는 Sum (합): 부분합의 수열이 수렴할 때, 부분합 수열의 극한값
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• 발산: 부분합의 수열이 발산할 때

거듭급수는 중심에서 항상 수렴한다.

발산 부분합의 수열이 발산할 때



55.2 Theory of the .2 Theory of the Power Series Method Power Series Method 55 eo y o eeo y o e o e Se es e odo e Se es e od
((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법의의 이론이론))

Convergence Interval (수렴구간), Radius of Convergence (수렴반지름)

• 수렴구간: 급수가 수렴하는 값들의 구간 (              의 형태로 나타남)Rxx <− 0

• 수렴반지름 (R ):

급수는 인 모든 x 에 대하여 수렴하고,          인Rxx <− 0 Rxx >− 0

모든 x 에 대하여 발산할 때
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((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법의의 이론이론))

Ex. 1-3
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((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법의의 이론이론))

Ex. 1-3
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((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법의의 이론이론))

Ex. 4 Find the radius of convergence of the series
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55.2 Theory of the .2 Theory of the Power Series Method Power Series Method 55 eo y o eeo y o e o e Se es e odo e Se es e od
((거듭제곱급수거듭제곱급수 해법해법의의 이론이론))

Operations on Power Series (거듭제곱급수 연산)Operations on Power Series (거듭제곱급수 연산)

• Termwise Differentiation (항별미분): 거듭제곱급수는 항별로 미분가능하다.

• Termwise Addition (항별덧셈): 두 개의 거듭제곱급수는 각 항별로 더할 수 있다.

• Termwise Multiplication (항별곱셈): 두 거듭제곱급수는 각 항별로 곱할 수 있다.

• Vanishing of All Coefficients (모든 계수가 영이 됨): 

만일 어떤 거듭제곱급수가 양의 수렴반지름을 갖고 수렴구간 전체에서 합이만일 어떤 거듭제곱급수가 양의 수렴반지름을 갖고, 수렴구간 전체에서 합이
항등적으로 0이라면, 급수의 모든 계수는 0이다.

Existence of Power Series Solutions of ODEs. Real Analytic Functions (실수 해석함수)

• Real Analytic Function (실수 해석함수): 거듭제곱급수로 표현되어지는 실수함수

• 거듭제곱급수 해의 존재

( ) ( ) ( )미분방정식 의 이 x = x0에서 해석적이면 주어진 미분방
정식의 모든 해는 x = x0에서 해석적이고 R > 0인 수렴반지름을 갖는 x-x0의 거듭제곱급수로
나타낼 수 있다. 미분방정식 의 이 x = x0에서 해석

( ) ( ) ( )xryxqyxpy =++ ''' rqp  , ,

( ) ( ) ( ) ( )xryxqyxpyxh ~~'~''~
=++ rqph ~  ,~  ,~  ,~

적이고, 이 x = x0에서 해석적이고 이면, 동일한 결과가 성립한다.
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PROBLEM SET 5.2

HW 15HW: 15



55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))
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55.3 Legendre’s Equation. Legendre.3 Legendre’s Equation. Legendreg q gg q g
Polynomials Polynomials PPnn(x) (x) ((르장드르르장드르 방정식방정식. . 다항식다항식))

PROBLEM SET 5.3

HW 15HW: 15



55.4 .4 FrobeniusFrobenius Method Method ((FrobeniusFrobenius 해법해법))55 o e uso e us e ode od (( 해법해법))

Frobenius Method
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55.4 .4 FrobeniusFrobenius Method Method ((FrobeniusFrobenius 해법해법))55 o e uso e us e ode od (( 해법해법))
Indicial Equation (결정방정식), Indicating the Form of Solutions
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55.4 .4 FrobeniusFrobenius Method Method ((FrobeniusFrobenius 해법해법))55 o e uso e us e ode od (( 해법해법))

Forbenius Method, Basis of Solutions. Three Cases

• Case 1 Distinct Roots Not Differing by an Integer• Case 1. Distinct Roots Not Differing by an Integer
(두 근의 차가 정수가 아닌 서로 다른 근들)

( ) ( ) ( ) ( )+++=+++= 2
2102

2
2101

21  xAxAAxxyxaxaaxxy rr  과

• Case 2. Double Root (이중근)

( ) ( ) ( ) ( )21022101

( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 과

• Case 3. Roots Differing by an Integer 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+++=+++= 2
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2
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(두 근의 차가 정수인 서로 다른 근들)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )++++=+++= 2
21012

2
2101

21 ln xAxAAxxxkyxyxaxaaxxy rr  과

• 결정방정식의 근이 결정되면, Frobenius 해법은 기술적으로 거듭제곱급수해법과 유사.   

021 >− rr

두 번째 해는 차수축소에 의해 보다 신속히 구할 수 있음.



55.4 .4 FrobeniusFrobenius Method Method ((FrobeniusFrobenius 해법해법))55 o e uso e us e ode od (( 해법해법))
Ex.2 Solve the ODE.

( ) ( ) 0'13''1 =+−+− yyxyxx( ) ( ) yyy
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PROBLEM SET 5.4

HW 18 ( )HW: 18 (a)



55.5 .5 Bessel’s Equation. Bessel Functions Bessel’s Equation. Bessel Functions 55 55 esse s qua o esse u c o sesse s qua o esse u c o s
JJvv((xx) ) ((BesselBessel의의 방정식방정식. . 함수함수))
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Ex 2 Trigonometric Functions as Eigenfunctions Vibrating StringEx. 2 Trigonometric Functions as Eigenfunctions. Vibrating String

Find the eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm-Liouville Problem.
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Find the eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm-Liouville Problem.

( ) ( ) 0,00,0'' ===+ πλ yyyy ( ) ( ) 0     ,00      ,0+ πλ yyyy

0  ,1  ,  ,0  1  ,0  ,1 2211 ========= lklkbarqp π이고,

( )
ycc

ececxy xx

00
0    0  

 

21

21
2

≡∴==
+=−=∗ −

λ

νλ νν

경우도인

경계조건으로부터  

 이다. 일반해 대하여 에음의 

( )
( ) ( ) νByAy

xBxAxy
y

2100sin00
sincos  

00 
2

±±=⇒====
+==∗

≡=∗

νππ
νννλ

λ

이다. 일반해 대하여 에

경우도 인

( ) ( )

 , , , , λ
yν

,  ,  ,  νByAy

16941
00

210     0sin  ,00

2 ==

≡=
±±⇒

ν

νππ

 고유함수는 대응하는 이에 이고, 고유값

 일때,

( ) ( ), , , , νxxy 4321  sin == ν
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Existence of Eigenvalues:

  ,  , LiouvilleSturm
존재한다많이무수히

 조건하에서 일반적인 대한 에 식 고유값들은 문제의 rqp−

Reality of Eigenvalues:

.존재한다 많이 무수히

실수이다. 고유값들은 의 문제 음)이면 양(또는

 내에서 구간 이 연속이며, 갖고 실수값을 에서 구간 이 과

 LiouvilleSturm
'  ,  ,

−

≤≤ rbxaprqp

Orthogonality (직교성):

( ) ( ) ( ) ( )
( )F iO h l

0FunctionWeight 21

직교함수에서

 구간 주어진 관하여 에 가중함수 은 함수

b
xr, x, yxy

≤≤
>
b( )FunctionOrthogonal직교함수 에서bxa ≤≤
( ) ( ) ( ) 0    =⇔ ∫ dxxyxyxr n

b

a
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b

mmm ∫= 2
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Ex. 3 Orthogonal Functions. Orthonormal (정규직교) Functions.

2,1,,sin == mmxy 2,1,    ,sin mmxym

( ) ( )
ππ

dxnxmxdxxyxy nm 0sinsin == ∫∫ ( ) ( )

π
π

ππ

dxmxym
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Orthonormal Function (정규직교함수): 

직교하고 모든 함수들이 노름값 1을 가지는 함수

Orthogonality of Eigenfunctions:

( ) 가정하자0이라연속이며,갖고실수값을에서구간이과 xrbxaprqp .',, >≤≤ ( )
( ) ( )

( ) ( ) 직교한다. 구간에서 주어진 관하여 에 가중함수 는와 하면 함수라

고유 의 문제 대응하는 에 과 고유값 서로다른 가와

가정하자0이라연속이며, 갖고실수값을에서구간 이 과

rxyxy
xyxy

xrbxaprqp

nm

nmnm

 
 LiouvilleSturm 

. , ,
−

>≤≤
λλ

→ Legendre polynomials, Bessel functions are all orthogonal.
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PROBLEM SET 5.7

HW 15HW: 15
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•

대하여 에 함수들 직교인  ,  ,  , 210 yyy정규
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Orthogonal expansion or generalized Fourier series
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Ex 1 Periodic Sturm Liouville problemEx. 1 Periodic Sturm-Liouville problem
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Fourier series, Fourier coefficients (Ch. 11, 12)
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Fourier series of a periodic rectangular wave
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Fourier-Legendre and Fourier-Bessel
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Completeness (완비성)

함수를 종류의 다양한 이용하여 정규직교집합만을 구성된 함수들로 많은" "충분히

하자. 정규직교집합이라 완비한 에서 집합 함수들의 에서 구간 을  ,  , 10 Sbxayy ≤≤
한다. 하다고

비)"complete(완" 정규집합을 이런 있는데, 수 나타낼 의해 급수에 푸리에 일반화된

한다. 이어야만 는 연속이라면, 가 특히

가져야만한다. 을 노름 함수은 그 직교한다면 에 모든 속하는 에 가 함수 만약

0  
0 

ff
ySf m 값
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PROBLEM SET 5.8

HW 5HW: 5


