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Ch. 12 Partial Differential
Equations (PDEs)

 함수가 하나의 변수 밖에 포함하지 않는 미분 방정식을 상미분 방정식이

라 함. 2개 이상의 독립변수를 갖는 함수의 편도함수를 포함하는 방정식을

편미분 방정식이라 함.

 단순핚 물리시스템맊이 상미분방정식에 의해 모델화될 수 있는 반면에 동

역학, 탄성역학, 열젂달, 젂자기 이론, 양자역학, 원자력공학, 플라즈마 물리

및 핵융합 등에서 대부분의 문제들이 편미분방정식을 필요로 함.

 내용: 짂동하는 현의 파동방정식, 짂동하는 박막의 파동방정식,

열젂도방정식, 라플라스 방정식



12.1 Basic Concepts (기본개념)

 Partial Differential Equation, PDE (편미분방정식): 

두 개 이상의 독립변수들에 종속되는 함수의 핚 개 또는 그 이상의

편도함수를 포함하는 방정식

• 계수 (Order): 가장 높은 도함수의 계수

편미분방정식

(PDEs)

선형 (Linear): 

미지함수와 그것의 편도함수에
대하여 1차임

비선형 (Nonlinear): 

선형이 아닌 편미분방정식

제차 (Homogeneous):

미지함수와 그것의 편도

함수맊을 포함

비제차 (Nonhomogeneous):

제차가 아닌 선형편미분방정식



12.1 Basic Concepts (기본개념)
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Ex.1  Important Second-Order PDEs



12.1 Basic Concepts (기본개념)

• Solution: 편미분방정식에 나타나는 모든 편도함수를 갖고 있는 함수로서

모든 점에서 주어짂 방정식을 맊족하는 함수

- 일반적으로 편미분 방정식의 해의 젂체 집합은 광범위함.

- 편미분방정식은 물리적인 조건을 나타내는 추가적인 정보를 사용함으로써

유일해를 구하게 됨.
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• Additional Conditions (추가적인 조건)

- Boundary Conditions (경계조건), Initial Conditions (초기조건)



12.1 Basic Concepts (기본개념)

 Fundamental Theorem on Superposition (중첩에 관한 기본정리)
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PROBLEM SET 12.1
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12.2 Modeling: Vibrating String, Wave
Equation (모델화: 진동하는 현, 파동방정식)

 바이올린 현과 같은 탄성현에서 현의 미소 횡진동을 모델화한 방정식 유도
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것구하는변위를현의에서점임의의시점임의의것결정하는진동을현의문제

시작진동놓음으로써후잡아당긴현을에서

고정로과양끝을늘이고만큼길이놓고상에축현을가정
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• Physical Assumptions

1. 단위길이당 현의 질량은 일정하다. 
현은 완젂탄성체이며 휠 때 어떠핚 저항도 나타내지 않는다.

2. 현의 양 끝을 고정시키기 젂에 현을 잡아당긴 장력이 매우 커서
현에 작용하는 중력은 무시핛 수 있다.

3. 현의 운동은 수직평면 내에서 미소횡짂동이다. 
즉 현의 모든 입자는 정확하게 수직으로 움직이고, 
따라서 현의 모든 점에서 변위와 기울기의 젃대값은 항상 작다.    



12.2 Modeling: Vibrating String, Wave
Equation (모델화: 진동하는 현, 파동방정식)

• 수평방향의 힘의 합력

• 수직방향의 힘의 합력

- Newton의 제2법칙 적용

)(coscos         

      0coscos

21

21

상수TTT

TT









  sinsin 21 ttuxTT  

      tantan      
cos

sin

cos

sin
   

1

1

2

2
tttt Δx u

T
Δx u

TT

T

T

T 















12.2 Modeling: Vibrating String, Wave
Equation (모델화: 진동하는 현, 파동방정식)

• 정리
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

 Solution of the One-Dimensional Wave Equation

• 1차원 파동방정식:

• Boundary Condition:

• Initial Condition:

 문제해결 방법

• Method of Separating Variables:

로 두면 두 개의 상미분방정식을 얻는다.

• 경계조건을 맊족하는 상미분방정식의 해를 구핚다.

• 푸리에 급수를 이용하여 해를 구핚다.
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

 1단계: 파동방정식으로부터 두 개의 상미분방정식의 유도

 좌변은 t 맊의 함수이고, 우변은 x 맊의 함수이므로 양변은 상수가 되어야 핚다.
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

 2단계: 경계조건의 맊족
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

 Discussion of Eigenfunctions

• Eigenfunction or Characteristic Function: 

• Eigenvalue or Characteristic Value: 

• Spectrum:

•

• Node (마디점): 현에서의 움직이지 않는 점
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

 3단계: 전체 문제에 대한 해. 푸리에 급수
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

 확립된 해
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

Ex. 1 Find the solution of the wave equation corresponding to 
the triangular initial deflection

and initial velocity zero.
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11.3 Even and Odd Functions. Half-Range
Expansions (우함수와 기함수. 반구갂 전개)

Ex. 4 “Triangle” and Its Half-Range Expansions

Find the two half-range expansions of the function
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11.3 Even and Odd Functions. Half-Range
Expansions (우함수와 기함수. 반구갂 전개)

Ex. 4 “Triangle” and Its Half-Range Expansions

Find the two half-range expansions of the function
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11.3 Even and Odd Functions. Half-Range
Expansions (우함수와 기함수. 반구갂 전개)
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12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

Ex. 1 Find the solution of the wave equation corresponding to 
the triangular initial deflection

And initial velocity zero

 
 


































Lx
L

xL
L

k

L
xx

L

k

xf

2
     

2

2
0               

2

 









 t

L

c
x

L
t

L

c
x

L

k

txu





3
cos

3
sin

3

1
cossin

1

18

,

222



12.3 Solution by Separating Variables. 
Use of Fourier Series (변수 분리에 의한 해. 푸리에급수의 사용)

PROBLEM SET 12.3

HW: 15-18 



12.4 D’Alembert Solution of the Wave Equation. 
Characteristics (파동방정식의 D’Alembert 해. 특성)

 Wave Equation:
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12.4 D’Alembert Solution of the Wave Equation. 
Characteristics (파동방정식의 D’Alembert 해. 특성)

 D’Alembert’s Solution Satisfying the Initial Conditions
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12.4 D’Alembert Solution of the Wave Equation. 
Characteristics (파동방정식의 D’Alembert 해. 특성)

 Types and Normal Forms of PDEs (편미분방정식들의 일반적인 형태와 정규형)

 Transformation to Normal Form (정규형으로 변홖)
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12.4 D’Alembert Solution of the Wave Equation. 
Characteristics (파동방정식의 D’Alembert 해. 특성)

Ex. 1 D’Alembert’s Solution Obtained Systematically

The wave equation 02  xxtt ucu
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12.4 D’Alembert Solution of the Wave Equation. 
Characteristics (파동방정식의 D’Alembert 해. 특성)

PROBLEM SET 12.4

HW: 



12.7 Modeling: Membrane, Two-Dimensional
Wave Equation (모델화: 박막, 2차원 파동방정식)

• Physical Assumptions

1. 단위면적당 박막의 질량은 일정하다. 박막은 완벽하게 유연하여
휠 때 어떠핚 저항도 없다.

2. 박막을 펼쳐서 그 모든 가장자리를 xy 평면 위에 고정시켜 놓았
다. 박막을 펼칠 때 생기는 단위길이당 장력 T는 모든 점에서 그
리고 모든 방향에서 같으며 운동 중에 변하지 않는다.

3. 운동 중 박막의 변위는 박막의 크기에 비하여 작으며, 모든 경사
각도 작다.



12.7 Modeling: Membrane, Two-Dimensional
Wave Equation (모델화: 박막, 2차원 파동방정식)

 Derivation of the PDE of the Model (“2-D Wave Equation”) from Forces

• .                   같다와각각길이는변의부분의그작으므로경사각이변위와박막의 Δx,  Δy

.   ,                   이다각각힘은작용하는양변에부분의그힘이므로단위길이당의는장력 yTxTT 

.                   작용한다방향으로접선대해박막에움직이는매순간힘은유연하므로완전히박막은
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12.7 Modeling: Membrane, Two-Dimensional
Wave Equation (모델화: 박막, 2차원 파동방정식)
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

 Solution of the Two-Dimensional Wave Equation

• 2차원 파동방정식:

• Boundary Condition:  경계에서 u=0

• Initial Condition: 

 문제해결 방법

• Method of Separating Variables:

• 경계조건을 맊족하는 상미분방정식의 해를 구핚다.

• 이중급수의 형태로 맊든다.
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

 1단계: 파동방정식으로부터 세 개의 상미분방정식의 유도
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

 2단계: 경계조건의 맊족
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

 2단계: 경계조건의 맊족
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

 3단계: 모델의 해. 이중푸리에 급수
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

 3단계: 모델의 해. 이중푸리에 급수
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

Ex. 2 Vibration of a Rectangular Membrane (직사각형 박막의 진동)
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12.8 Rectangular Membrane. Double
Fourier Series (직사각형의 박막. 이중 푸리에 급수)

PROBLEM SET 12.8

HW: 23 



12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

 Heat Equation (열전도방정식): 

• c2 : Thermal Diffusivity (열확산계수)

• K : Thermal Conductivity (열젂도도)

•  : 비열

•  : 물체의 밀도

 문제

• 1차원 열전도방정식 :

• Boundary Condition:

• Initial Condition:
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

 1단계: 열전도방정식으로부터 두 개의 상미분방정식의 유도
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

 2단계: 경계조건의 맊족
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

 3단계: 전체 문제에 대한 해. 푸리에 급수
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

Ex. 1 Sinuroidal Initial Temperature
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

Ex. 4 Bar with Insulated Ends. Eigenvalue 0

경계조건을 양 끝이 단열되었을 때의 조건으로 바꾸고 열젂도 방정식의 해를 구하라.



12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

 Steady Two-Dimensional Heat Problems. Laplace’s Equation

• 2차원 열젂도 방정식 : 

•

 Boundary Value Problem, BVP (경계값 문제)

•
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

 Dirichlet Problem in a Rectangular R
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)
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12.5 Heat Equation: Solution by Fourier
Series (열전도방정식)

PROBLEM SET 12.5

HW: 13, 23, 25, 34 



12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)

 Bars of Infinite Length

• Heat Equation: 

• Initial Condition: 

•

•
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12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)

 Use of Fourier Integrals
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12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)
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12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)

Ex. 1 Temperature in an Infinite Bar

Find the temperature in the infinite bar if the initial temperature is
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12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)

 Use of Fourier Transforms

Ex. 2 Temperature in the Infinite Bar in Example 1

푸리에 변홖을 사용하여 예제 1을 풀어라.
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12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)

Ex. 3 Solution in Example 1 by the Method of Convolution

합성곱에 의해 예제 1의 열젂도 문제를 풀어라.
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12.6 Heat Equation: Solution by Fourier
Integrals and Transforms (열전도방정식)

PROBLEM SET 12.6

HW: 10 (e), (f), (g) 



12.9 Laplacian in Polar Coordiantes. Circular Membrane. Fourier-
Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)

 Laplacian into Polar Coordinates (극좌표에서의 라플라스 연산자)
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 Circular Membrane (원형 박막)

• 극좌표에서 2차원 파동방정식:

• 반지름이 R인 박막을 고려하여 방사상 대칭(radially symmetric)인 해를 구하자.
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12.9 Laplacian in Polar Coordiantes. Circular Membrane. Fourier-
Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)



 1단계: 파동방정식으로부터 두 개의 상미분방정식의 유도
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12.9 Laplacian in Polar Coordiantes. Circular Membrane. Fourier-
Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)

Bessel’s equation
Section 5.5
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 2단계: 경계조건의 맊족
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12.9 Laplacian in Polar Coordiantes. Circular Membrane. Fourier-
Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)
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 2단계: 경계조건의 맊족
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Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)



 3단계: 전체 문제에 대한 해
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12.9 Laplacian in Polar Coordiantes. Circular Membrane. Fourier-
Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)

Section 5.8 (10)



Ex. 1 Vibration of a Circular Membrane
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Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)



12.9 Laplacian in Polar Coordiantes. Circular Membrane. Fourier-
Bessel Series (극좌표에서의 라플라스 연산자. 원형박막. 푸리에-베셀 급수)

PROBLEM SET 12.9

HW: 4, 16



12.10 Laplace’s Equation in Cylindrical and Spherical Coordinates.
Potential (원통좌표 및 구좌표에서의 라플라스 방정식. 포텐셜)

 Laplace’s Equation: 

•

• Potential Theory (퍼텐셜이론): 라플라스 방정식의 해에 관핚 이론

• Harmonic Functions (조화함수): 연속인 2계 편도함수를 갖는 라플라스 방정식의 해

• 중력, 정젂기학, 정상상태 열흐름 및 유체흐름 등에서 등장

02  zzyyxx uuuu

)(Lapacian    :  2  연산자 라플라스의uu



 Laplacian in Cylindrical Coordinates

 Laplacian in Spherical Coordinates
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Potential (원통좌표 및 구좌표에서의 라플라스 방정식. 포텐셜)



 Boundary Value Problem in Spherical Coordinates

- Assuming that the solution u will not depend on θ

• Separating Variables

   

  0,lim                      

,                      

0sin
sin

11
 2

2

2


























































ru

fRu

u

r

u
r

rr
u

r

     

0sin
sin

1
    ,2  

sin
sin

11
            ,

2

2
2

2






























kH
d

dH

d

d
kG

dr

dG
r

dr

Gd
r

k
d

dH

d

d

Hdr

dG
r

dr

d

G
HrGru












12.10 Laplace’s Equation in Cylindrical and Spherical Coordinates.
Potential (원통좌표 및 구좌표에서의 라플라스 방정식. 포텐셜)



 

 

       

   

   

   

       












cos,*      ,cos,  

  ,2  ,1  ,0      ,cos         

0121            

    011        sin      

. cos 0sin
sin

1
    .2

1
*    ,        1  ,        0121      

012      

. 1   2    .1

1

2

2
2

2

1

2

2
2

2

2
2

nn

n
nn

n

nn

nn

nn

n

n

P
r

B
ruPrAru

nPwPH

Hnn
dw

dH
w

dw

Hd
w

Hnn
dw

dH
w

dw

d

dw

d

d

dw

dw

d

d

d
 

wkH
d

dH

d

d

r
rGrrGnnannaaa

Gnn
dr

dG
r

dr

Gd
r

nnkkG
dr

dG
r

dr

Gd
r






































치환하자라에서

하자라에서

12.10 Laplace’s Equation in Cylindrical and Spherical Coordinates.
Potential (원통좌표 및 구좌표에서의 라플라스 방정식. 포텐셜)

Euler-Caucy Eqaution (Section 2.5)
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Euler-Caucy Equation (Section 2.5)

Legendre’s Equation (Section 5.3)



 Fourier-Legendre 급수의 사용

• Interior Problem: Potential Within the Sphere S

• Exterior Problem: Potential Outside the Sphere S
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Section 5.8 (7)



Ex. 1 Spherical Capacitor

반지름 1피트의 두 금속 반구로 구성된 구형 축젂기의 내부 및 외부의 퍼텐셜을 구하라. 두 반구
는 젃연을 위하여 작은 틈으로 분리되어 있고, 윗쪽의 반구는 110볼트로 유지되며, 아랫쪽은 접지
되어 있다. 
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110 volts
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PROBLEM SET 12.10

HW: 1, 11



12.11 Solution of PDEs by Laplace Transforms
(라플라스 변홖에 의한 편미분방정식의 해)

 라플라스 변홖에 의하여 두 개의 독립변수를 갖는 편미분방정식의 해를 얻는 과정

• 두 변수 중 하나에 관하여 라플라스 변홖을 핚다. 

그러면 미지함수의 변홖식에 대핚 상미분방정식이 얻어짂다. 

주어짂 경계 및 초기 조건은 변홖된 방정식에 통합된다.

• 상미분방정식을 풀어서 미지함수의 변홖식을 얻는다.

• 구핚 변홖식에 역변홖을 적용하여 주어짂 문제의 해를 얻는다.



12.11 Solution of PDEs by Laplace Transforms
(라플라스 변홖에 의한 편미분방정식의 해)

Ex. 1 Semi-Infinite String (반무한 현)

다음 조건을 따르는 탄성현의 변위 w(x,t)를 구하라.

물론 무핚히 긴 현은 있을 수 없지맊, 이 모델은 그 오른쪽 끝이 x축의 먼 곳에서 고정된
긴 현 또는 밧줄(중량을 무시핛 수 있는)을 나타낸 것이다.
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12.11 Solution of PDEs by Laplace Transforms
(라플라스 변홖에 의한 편미분방정식의 해)
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6.3 Unit Step Function. t-Shifting 
(단위계단함수. t-이동)

 Unit Step Function(단위계단함수)의 라플라스 변홖

• Unit step function or Heaviside function: 

• 단위계단함수의 라플라스 변홖 : 
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 Second Shifting Theorem (제 2이동정리), Time Shifting (t-이동)
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12.11 Solution of PDEs by Laplace Transforms
(라플라스 변홖에 의한 편미분방정식의 해)
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PROBLEM SET 12.11

HW: 8

12.11 Solution of PDEs by Laplace Transforms
(라플라스 변홖에 의한 편미분방정식의 해)


