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[참고] 2변수 함수의 테일러 젂개 (복습 / 1)

2변수 함수 에 대한 점 에서의 테일러 전개식(3차 이상의 고차항은 무시할 경우)),( 21 xxf ),( *
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식①을 전개하면,
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②

식 ②를 x로 미분하면 어떤 형태의 Matrix로 표현 될까?

④
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③

식③을 전개하면,

x*는 상수 이므로
파란색네모 안의수는
모두상수이다.
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[참고] 2변수 함수의 테일러 젂개 (복습 / 2)

2변수 함수 에 대한 점 에서의 테일러 전개식(3차 이상의 고차항은 무시할 경우)),( 21 xxf ),( *
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식④를 x1과 x2로 각각 미분(3차 이상의 고차항은 무시할 경우)

②

식 ②를 x로 미분하면 어떤 형태의 Matrix로 표현 될까?

④

* * * * * * * * 2 * * 2 * * 2 * *
* * * * 2 * *21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 12 2 2

1 1 2 2 1 1 1

2 * * 2 * *

1 2 1 2
1 2 1

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1
( , ) ( , )

2 2

( , ) ( , )

f x x f x x f x x f x x f x x f x x f x x
f x x f x x x x x x x x x x

x x x x x x x

f x x f x x
x x x

x x x x

      
       

      

 
 

   

2 * * 2 * * 2 * * 2 * * 2 * *
* * * * 2 * *21 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 2 2 2 22 2 2

1 2 1 2 2 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1 1

2 2 2

f x x f x x f x x f x x f x x
x x x x x x x x x

x x x x x x x

    
    

      

x*는 상수이므로
파란색네모 안의수는
모두상수이다.
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[참고] 2변수 함수의 테일러 젂개 (복습 / 3)
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2변수 함수 에 대한 점 에서의 테일러 전개식(3차 이상의 고차항은 무시할 경우)),( 21 xxf ),( *
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①

식 ②를 x로 미분하면 어떤 형태의 Matrix로 표현 될까?
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[참고] 2변수 함수의 테일러 젂개 (복습 / 4)

2변수 함수 에 대한 점 에서의 테일러 전개식(3차 이상의 고차항은 무시할 경우)),( 21 xxf ),( *
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식 ①을 d1과 d2로 각각 미분(3차 이상의 고차항은 무시할 경우)
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2차 계획 문제(Quadratic Programming Problem)의 정식화

여기서,
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Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

Taylor 급수의 2차항까지 고려한 목적 함수

: 2차 형식의 목적 함수

: 선형화 된 등호 제약 조건

: 선형화 된 부등호 제약 조건

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법
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- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법
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Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법
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Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법

변경된 Kuhn-Tucker 필요 조건:             
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선형 부정 방정식에서구한 해가
이 비선형부정 방정식을만족하는지
확인하여해를 확정한다.

이 식들은설계 변수 d,s’,u,v에 대해
모두 선형이므로, 이 식들로부터
설계 변수 를 구하는문제는
등호 제약 조건만으로이루어진
선형 계획 문제임
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선형 부정 방정식에서구한 해가
이 비선형부정 방정식을 만족하는지
확인하여해를 확정한다.

이 식들은설계 변수 d,s’,u,v에 대해
모두 선형이므로, 이 식들로부터
설계 변수 를 구하는문제는
등호 제약 조건만으로이루어진
선형 계획 문제임

Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법

,)1()1()1(   ppp zyv

등호 제약 조건에 대한 Lagrange multiplier          는 부호의 제한이 없으므로
Simplex 방법을 이용하기 위해서 다음과 같이 변환해야 함

Kuhn-Tucker 필요 조건으로부터

설계 변수 d(n×1)는 부호의 제한이 없으므로 Simplex 방법을 이용하기위해서

설계 변수를 아래와 같이 변환해야 함
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Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법

행렬식 표현
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여기서, mtoisu ii   1  ;0, 

선형 부정 방정식에서구한 해가
이 비선형 부정 방정식을만족하는지
확인하여해를 확정한다.

이 식들은설계 변수 d,s’,u,v에 대해
모두 선형이므로, 이 식들로부터
설계 변수 를 구하는문제는
등호 제약 조건만으로이루어진
선형 계획 문제임

Kuhn-Tucker 필요 조건으로부터
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여기에서 d와 v는
그 부호를 확신할 수없으므로

인위변수를추가하고인위 목적 함수를만들어서 Simplex 방법으로 문제를푼다.
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Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법

행렬식 표현
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인위변수를추가하고인위 목적 함수를만들어서 Simplex 방법으로 문제를푼다.

1

2

n m p

Y

Y

Y  

 
 
 
 
 
  

인위 변수

인위 목적함수를 만드는 법

- 1행부터 n+m+p행까지모두 더해서 하나의방정식을만든다.

- 인위변수의총 합(Y1+Y2+…+Yn+m+p)를 목적함수(w)로정의한다.

0,i i

i

L
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s


 


0i to m

- 위의 선형 부정 방정식의 초기 기저 가능해를 Simplex 방법을 이용하여 구한다.

- 초기 기저 가능해 중 아래의 비선형 부정 방정식을 만족하는지 확인하여 해를 확정한다.
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[참고] Simplex 방법을 이용핚 2차 계획 문제의 풀이 방법

)1)(()1)222(())222()((   pmnpmnpmnpmn DXB

Simplex 방법을 이용한 QP 문제의 해법

Kuhn-Tucker 필요 조건(행렬식 표현)

)1)(()1)(()1)222(())222()((   pmnpmnpmnpmnpmn DYXB

여기서, D의 어떤 요소가 음이면 해당 식을 -1로 곱하여 양수로 만듬

3. 인위 목적 함수를 다음과 같이 정의함
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여기서, 
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행렬 B의 j번째 열의 요소를 모두 더해 부호를 바꾼 것(상대 비용 계수)

4. Simplex 방법을 이용하여 해를 구하고 다음 식을 만족하는지 확인함

인위 목적 함수의 초기값

1. Kuhn-Tucker 필요 조건의 해를 구하는 문제는 등호 제약 조건만으로 이루어진 부정 선형 연립
방정식의 해를 구하는 문제(선형 계획 문제)임

2. 부정 선형 연립 방정식의 해를 구하기 위하여 Simplex 방법에서 인위 변수 및 인위 목적 함수를
도입하여 초기 기저 가능해를 구하는 방법임

mtoisu ii   1  ;0  : 이 식은 비선형 방정식으로서 해를 구한 후
이를 만족하는지 평가하기 위한 용도로 사용됨 16/57
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2차 계획 법(QP)- Class의 구현 예

class QP  
{
public:

QP();
virtual ~QP();

Simplex BXYD; // 선형 방정식 "BX + Y = D"를 해결하기 위핚 Simplex
double** m_pH; // H를 나타내는 2차원 배열
double** m_pA; // A를 나타내는 2차원 배열
double** m_pN; // N을 나타내는 2차원 배열
double* m_pD; // 선형 방정식을 푼 결과 Search Direction을 저장핚 변수
double* m_pU; // 선형 방정식을 푼 결과 부등호 제약 조건식에 대핚 Lagrange Multipliers를 저장
핚 변수
double* m_pXi; // 선형 방정식을 푼 결과 설계 변수의 양수 조건식에 대핚 Lagrange Multipliers를
저장핚 변수
double* m_pS; // 선형 방정식을 푼 결과 부등호 제약 조건식에 대핚 완화 변수를 저장핚 변수
double* m_pY; // 선형 방정식을 푼 결과 등호 제약 조건식에 대핚 Lagrange Multipliers를 저장핚
변수
double* m_pZ; // 선형 방정식을 푼 결과 등호 제약 조건식에 대핚 Lagrange Multipliers를 저장핚
변수

void ConstructSimplexTable(); // 선형 방정식 "BX + Y = D"에 해당하는 Simplex를 구성하는 함수
int CheckEndCondition(); // QP 방법의 종료 조건을 판단(U*S = 0 & Xi*D = 0)하는 함수
int Solve(); // QP를 실행하는 함수

};

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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Lagrange multiplier를 이용핚
프로펠러의 최적 주요 치수 결정 예(1/4)

Maximize

Subject to

Q

T
O

K

KJ





2

QP KDn
n

P


52

2



: 주기관이 전달한 토오크를 프로펠러가 흡수하는 조건

Find Pi DPJ /,

Where,

미지수 2개, 등호 제약 조건 1개인 최적화 문제

Given

)/,(

)/,(

)1(

PiQ

PiT

P

DPJfK

DPJfK

Dn

wV
J










P: 프로펠러 전달 마력

n: 프로펠러 회전수

DP: 프로펠러 직경

Pi: 프로펠러 피치

AE/AO: 프로펠러 날개 면적비

V: 선속

O: 프로펠러 효율

VAAnP OE ,/,,

KT와 KQ가 모두 J와 Pi/Dp의 함수이므로

목적 함수 역시 J와 Pi/Dp의 함수임

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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Lagrange multiplier를 이용핚
프로펠러의 최적 주요 치수 결정 예(2/4)
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주기관 전달 마력을 프로펠러가 흡수하는 경우, 그 조건은 식 (a)로부터

프로펠러 단독 효율(      )은0

목적 함수 F는 와 J의 함수이며 따라서 식 (b)를 만족하면서 단독 효율이 최대가 되는

프로펠러 피치비(           )와 전진비(J)를 구하는 최적화 문제가 됨

(a)      
2

52  QP KDn
n
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Pi DP /

Pi DP /

: 주기관이 전달한 토오크를 프로펠러가 흡수하는 조건
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Lagrange multiplier를 이용핚
프로펠러의 최적 주요 치수 결정 예(3/4)

라그란지 승수 를 도입하여 식(b)와 식(c)로부터

(d)      )/,()/,(),/,(  PiPiPi DPJGDPJFDPJH 

와 같은 함수를 정의하고 이로부터 함수 H가 최대가 되는 미정 계수 , J 및 를 결정함Pi DP / 
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Lagrange multiplier를 이용핚
프로펠러의 최적 주요 치수 결정 예(4/4)

식 (e), (f), (g)에서 를 소거하여 정리하면
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(i)      05  JCKQ

식 (h), (i)의 해를 구함으로써 전달 마력을 흡수하는 최대의 효율을 갖는

피치비(           )와 전진비(J)를 구할 수 있다.
Pi DP /

즉, 프로펠러 직경(       )과 피치(     )를 모두 구할 수 있다.PD iP

PDn

wV
J






)1(
이므로 J를 구하면 Dp를 구할 수 있고, 또한 Pi/Dp로부터 Pi 역시 구할 수 있다.
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4

2

1
(e) : 5 0

( / ) 2 ( / ) 2 ( / ) ( / )

QT
Q T

Q Q Q Q QT

i P i P Q i P i PQ

KK
K K

J JK K K K KK J
C J

P D P D K P D P D JK


 

    
     

                       
                                   

4 4 4

2

( / ) ( / )
( ) 5 : 5 5 0

2 ( / )

QT
Q T

i P i PQ Q Q Q

i PQ

KK
K K

P D P DK K K KJ
f C J C J C J

J J P D JK




    
     

                          
                       

                    

4

2

(e) ( ) 5
( / )

( / ) ( / )1

2 ( / ) 2 ( / ) 2

Q Q

i P

Q QT T
Q T Q T

i P i PQ QT

i P Q i P Q

K K
f C J

P D J

K KK K
K K K K

J J P D P DK KK J J

P D K P D K  

      
         

      

           
            

                  
            

4

2
5 0

Q

Q

K
C J

JK



    

     
   

4

2

1
5 0      (e)

2 2

QT
Q T

QT

Q Q

KK
K K

J J KK J
C J

K JK


 

    
     

           
                    

2

( / ) ( / )
0      (f)

2 ( / )

QT
Q T

i P i P Q

i PQ

KK
K K

P D P D KJ

P DK




    
     

        
       

 

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
22/57



2009 Fall, Computer Aided Ship Design – Part1 Optimal Ship Design

SDAL@Advanced Ship Design Automation Lab.
http://asdal.snu.ac.kr

Seoul 
National
Univ.

(참고) e, f, g로부터 h 유도 (2)
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위 식에 결과 대입
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제약 비선형 최적화 문제의 풀이 방법 비교

최적화 문제

* *

1 1

0,       1,   ...  ,
p m

i i
i i

i ij j j j

h gL f
v u j n

x x x x 

  
    

   
 

*( ) 0,      1,   ...  ,i

i

L
h i p

v


  


x

* *2( ) 0,      1,   ...  ,mi i

i

L
g s i

u


   


x

* * 0,      1,   ...  ,i i

i

L
u s i m

s


  



miui ,  ...  ,1     ,0* 

Kuhn-Tucker 필요 조건: 0suvx  ),,,(L

Minimize ) ,  , ,()( 21 nxxxff x

,...,pihi 1   ,0)( xSubject to

,...,migi 1   ,0)( x

등호 제약 조건

부등호 제약 조건

2

1 1

( , , , ) ( ) ( ) ( ( ) )
p m

i i i i i

i i

L f v h u g s
 

    x v u s x x xLagrange 함수의 정의

vi : 등호 제약 조건에대한 Lagrange multiplier로서부호에제한이없음

ui : 부등호제약 조건에대한 Lagrange multiplier로서 0보다 크거나같아야함

si : 부등호제약 조건을등호 제약 조건으로변환하기위한 완화 변수

선형 부정 방정식

비선형 부정 방정식

방법 1. 

- 비선형 부정 방정식을 만족하는 해를 먼저 구함
- 각 해에 대해 선형 부정 방정식을 만족하는지를 확인하
여 해를 확정하는 방법
- 이 방법을 이용할 경우 사람은 비교적 간단하게 해를 구
할 수 있음

방법 2. 

- Simplex 방법을 사용하여 선형 부정 방정식을 만족하
는 해를 먼저 구함
- 각 해에 대해 비선형 부정 방정식을 만족하는지를 확인
하여 해를 확정하는 방법
- 이 방법은 체계적으로 알고리즘화 된 방법이므로 컴퓨
터로 구현할 때 유리함
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(1)

x1

x2

1 2 3 4

1

2

3

4

A

g2 = 0

g1 = 0

9
2*

3
4

3
4* )(),,(  xx f

최적해

가능해 공간

f = 1.32

f = 0.64

042)(

042)(

212

211





xxg

xxg

x

x

Minimize

Subject to

222)( 21

2

2

2

1  xxxxf x

최적해는
9
2*

3
4

3
4* )(),,(  xx f

단, 0,0 21  xx
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(3)
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Subject to
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Lagrange 함수

0, iiu 단,
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1 2 1 2
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1 1 1 2 2 2

( , , , , ) 2 2 2

( 2 4 ) ( 2 4 )

( ) ( )

L x x x x

u x x s u x x s

x x   

    

         

     

x u s ζ δ

식①

식①, ②의 양변에 각각
를 곱한다.21, ss

식②

식③, ④의 양변에 각각
를 곱한다.21,

식③ 식④
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(4)

Kuhn-Tucker 필요 조건:
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(5)

Kuhn-Tucker 필요 조건:
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Simplex방법을 적용하기 위해서는 우변의 모든 요소가 음이 아니어야 함

양변에 -1을 곱함

선형 부정 방정식의 해를 구하기 위해 Simplex방법을 이용한다.

선형 부정 방정식

, , , 0i i i iu s x  
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(8)

1 1

2 2

1 3 1

2 4 2

1 5 3

2 6 4

1 7

2 8

( )

( )

( )2 0 2 1 1 0 0 0 2

( )0 2 1 2 0 1 0 0 2

( )2 1 0 0 0 0 1 0 4

( )1 2 0 0 0 0 0 1 4

( )

( )

x X

x X

u X Y

u X Y

X Y

X Y

s X

s X





 
 


 
        
                
      
      

      
  
 
   

Simplex방법을 적용하기 위해 인위 변수 추가

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 45 5 3 3 12x x u u s s Y Y Y Y              

Simplex방법을 적용하기 위해 인위 목적함수 계산

1, 2, 3, 4행을 모두 더하여 인위 변수의 합(Y1+Y2+Y3+Y4)을 최소화 하는 목적 함수 구성

w

1 2 1 2 1 2 1 25 5 3 3 12x x u u s s w             : 인위 목적 함수
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(8)

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

Y1 2 0 -2 -1 -1 0 0 0 1 0 0 0 2 1

Y2 0 2 -1 -2 0 -1 0 0 0 1 0 0 2 -

Y3 2 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 4 2

Y4 1 2 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 4 4

A. Obj. -5 -5 3 3 1 1 1 1 0 0 0 0 w-12 -

1

1 1

2 2

1 3 1

2 4 2

1 5 3

2 6 4

1 7

2 8

( )

( )

( )2 0 2 1 1 0 0 0 2

( )0 2 1 2 0 1 0 0 2

( )2 1 0 0 0 0 1 0 4

( )1 2 0 0 0 0 0 1 4

( )

( )

x X

x X

u X Y

u X Y

X Y

X Y

s X

s X





 
 


 
        
                
      
      

      
  
 
   

Simplex방법을 적용하기 위해 인위 변수 추가

1 2 1 2 1 2 1 25 5 3 3 12x x u u s s w             : 인위 목적 함수

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -1 -1/2 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 0 1 -

Y2 0 2 -1 -2 0 -1 0 0 0 1 0 0 2 1

Y3 0 1 2 1 1 0 -1 0 -1 0 1 0 2 2

Y4 0 2 1 1/2 1/2 0 0 -1 -1/2 0 0 1 3 3/2

A. Obj. 0 -5 -2 1/2 -3/2 1 1 1 5/2 0 0 0 w-7 -

2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(9)

2

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -1 -1/2 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 0 1 -

X2 0 1 -1/2 -1 0 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 1 -

Y3 0 0 5/2 2 1 1/2 -1 0 -1 -1/2 1 0 1 2/5

Y4 0 0 2 5/2 1/2 1 0 -1 -1/2 -1 0 1 1 1/2

A. Obj. 0 0 -9/2 -9/2 -3/2 -3/2 1 1 5/2 5/2 0 0 w-2 -

3

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 0 3/10 -1/10 1/5 -2/5 0 1/10 -1/5 2/5 0 7/5 14/3

X2 0 1 0 -3/5 1/5 -2/5 -1/5 0 -1/5 2/5 1/5 0 6/5 -

X3 0 0 1 4/5 2/5 1/5 -2/5 0 -2/5 -1/5 2/5 0 2/5 1/2

Y4 0 0 0 9/10 -3/10 3/5 4/5 -1 3/10 -3/5 -4/5 1 1/5 2/9

A. Obj. 0 0 0 -9/10 3/10 -3/5 -4/5 1 7/10 8/5 9/5 0 w-1/5 -

4

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 0 0 0 0 -2/3 1/3 0 0 2/3 -1/3 4/3 -

X2 0 1 0 0 0 0 7/15 -2/3 2/5 0 -7/15 2/15 4/3 -

X3 0 0 1 0 2/3 -1/3 -10/9 8/9 -2/3 7/15 10/9 -8/45 2/9 -

X4 0 0 0 1 -1/3 2/3 8/9 -10/9 1/3 -2/3 -8/9 2/9 2/9 -

A. Obj. 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 w-0 -

2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(10)

5

한편, 이들은 제약 조건 을 모두 만족한다.

이로부터 초기 기저 가능해 중의 하나는 X1=X2=4/3, X3=X4=2/9, X5=X6=X7=X8=0

따라서 주어진 문제의 최적해는 이며,
4 2

1 2 1 2 1 2 1 23 9
, , 0x x u u s s          

이것은 비선형 부정 방정식을 먼저 푼 경우와 동일함을 알 수 있다.

(1 8) 1 2 1 2 1 2 1 2

T x x u u s s 
  
 

X

인위 목적 함수가 0이므로 초기 기저 가능해가 구해졌음

1 1 0,x 
2 2 0x 

1 1 0,u s  2 2 0,u s 

4 2
1 2 1 2 1 2 1 23 9

, , 0x x u u s s          
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(11)

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

Y1 2 0 -2 -1 -1 0 0 0 1 0 0 0 2 -

Y2 0 2 -1 -2 0 -1 0 0 0 1 0 0 2 1

Y3 2 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 4 4

Y4 1 2 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 4 2

A. Obj. -5 -5 3 3 1 1 1 1 0 0 0 0 w-12 -

1

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

Y1 2 0 -2 -1 -1 0 0 0 1 0 0 0 2 1

X2 0 1 -1/2 -1 0 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 1 -

Y3 2 0 1/2 1 0 1/2 -1 0 0 -1/2 1 0 3 3/2

Y4 1 0 1 2 0 1 0 -1 0 -1 0 1 2 2

A. Obj. -5 0 1/2 -2 1 -3/2 1 1 0 5/2 0 0 w-7 -

2

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -1 -1/2 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 0 1 -

X2 0 1 -1/2 -1 0 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 1 -

Y3 0 0 5/2 2 1 1/2 -1 0 -1 -1/2 1 0 1 2/5

Y4 0 0 2 5/2 1/2 1 0 -1 -1/2 -1 0 1 1 1/2

A. Obj. 0 0 -9/2 -9/2 -3/2 -3/2 1 1 5/2 5/2 0 0 w-2 -

3

만약 첫 번째 Table에서 첫 번째 열이 아니라 목적 함수의 계수가 -5으로서 그 값이 동일한
두 번째 열을 Pivot 열로 선택한다면?

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(12)

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 0 3/10 -1/10 1/5 -2/5 0 1/10 -1/5 2/5 0 7/5 -

X2 0 1 0 -6/10 1/5 -2/5 -1/5 0 -1/5 2/5 1/5 0 6/5 -

X3 0 0 1 4/5 2/5 1/5 -2/5 0 -2/5 -1/5 2/5 0 2/5 -

Y4 0 0 0 9/10 -3/10 3/5 4/5 -1 3/10 -3/5 -4/5 1 1/5 1/4

A. Obj. 0 0 0 -9/10 3/10 -3/5 -4/5 1 7/10 8/5 9/5 0 w-1/5 -

4

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 0 3/4 -1/4 1/2 0 -1/2 -1/4 -1/2 0 1/2 3/2 -

X2 0 1 0 -3/8 1/8 -1/4 0 -1/4 -1/8 1/4 0 1/4 5/4 -

X3 0 0 1 5/4 1/4 1/2 0 -1/2 -1/4 -1/2 0 1/2 1/2 -

X7 0 0 0 9/8 -3/8 3/4 1 -5/4 3/8 -3/4 -1 5/4 1/4 -

A. Obj. 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 w-0 -

5

인위 목적 함수가 0이므로 초기 기저 가능해가 구해졌음

한편, 이들은 제약 조건 을 만족하지 않는다.

이로부터 또 다른 초기 기저 가능해는 X1=3/2, X2=5/4, X3=1/2, X4=X5=X6=0, X7=1/4, X8=0

따라서 이들은 주어진 문제의 최적해가 될 수 없다.

(1 8) 1 2 1 2 1 2 1 2

T x x u u s s 
  
 

X

 Pivot 과정 중 선택 가능한 열 또는 행 또는 “bi/ai”의 계수가 같은 경우,

어떤 것을 선택하느냐에 따라 초기 기저 가능해가 달라진다.

위의 모든 경우에 대해서 비선형 방정식(ui*si
’=0)을 만족하는 해가 있는지 확인해 봐야 함

54 1 1
1 2 1 2 1 2 1 23 4 2 4

, , , 0, , 0x x u u s s          

1 1 0u s 

*원래 -9/10을 택해야하지만, -9/5로 선택해보았음
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(13)

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -1 -1/2 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 0 1 -

X2 0 1 -1/2 -1 0 -1/2 0 0 0 1/2 0 0 1 -

Y3 0 0 5/2 2 1 1/2 -1 0 -1 -1/2 1 0 1 1/2

Y4 0 0 2 5/2 1/2 1 0 -1 -1/2 -1 0 1 1 5/2

A. Obj. 0 0 -9/2 -9/2 -3/2 -3/2 1 1 5/2 5/2 0 0 w-2 -

3

만약 세 번째 Table에서 세 번째 열이 아니라 목적 함수의 계수가 –9/2로서 그 값이 동일한
네 번째 열을 Pivot 열로 선택한다면?

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -3/8 0 -1/4 1/8 -1/4 0 1/4 -1/8 1/4 0 5/4 -

X2 0 1 3/4 0 1/2 -1/4 -1/2 0 -1/2 -1/4 1/2 0 3/2 -

X8 0 0 9/8 0 3/4 -3/8 -5/4 1 3/4 3/8 5/4 -1 1/4 -

X4 0 0 5/4 1 1/2 1/4 -1/2 0 -1/2 -1/4 1/2 0 1/2 -

A. Obj. 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 w-0 -

5

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -6/10 0 -2/5 1/5 0 -1/5 2/5 -1/5 0 1/5 6/5 -

X2 0 1 3/10 0 1/5 -1/10 0 -2/5 -1/5 1/10 0 2/5 7/5 -

Y3 0 0 9/10 0 3/5 -3/10 -1 4/5 -3/5 3/10 1 -4/5 1/5 1/4

X4 0 0 4/5 1 1/5 2/5 0 -2/5 -1/5 -2/5 0 2/5 2/5 -

A. Obj. 0 0 -9/10 0 -3/5 3/10 1 -4/5 8/5 7/10 0 9/5 w-1/5 -

4
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2차 계획 문제 예제
- Simplex 방법을 이용핚 풀이(14)

인위 목적 함수가 0이므로 초기 기저 가능해가 구해졌음

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 Y1 Y2 Y3 Y4 bi bi/ai

X1 1 0 -3/8 0 -1/4 1/8 -1/4 0 1/4 -1/8 1/4 0 5/4 -

X2 0 1 3/4 0 1/2 -1/4 -1/2 0 -1/2 -1/4 1/2 0 3/2 -

X8 0 0 9/8 0 3/4 -3/8 -5/4 1 3/4 3/8 5/4 -1 1/4 -

X4 0 0 5/4 1 1/2 1/4 -1/2 0 -1/2 -1/4 1/2 0 1/2 -

A. Obj. 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 w-0 -

5

한편, 이들은 제약 조건 을 만족하지 않는다.

이로부터 또 다른 초기 기저 가능해는 X1=5/4, X2=3/2, X3=0, X4=1/2, X5=X6=0=X7=0, X8=1/4

따라서 이들은 주어진 문제의 최적해가 될 수 없다.

 21212121)81( ssuuxxT X

 Pivot 과정 중 선택 가능한 열 또는 행 또는 “bi/ai”의 계수가 같은 경우,

어떤 것을 선택하느냐에 따라 초기 기저 가능해가 달라진다.

위의 모든 경우에 대해서 비선형 방정식(ui*si
’=0)을 만족하는 해가 있는지 확인해 봐야 함

54 1 1
1 2 1 2 1 2 1 23 4 2 4

, , 0, , 0,x x u u s s          

2 2 0u s 
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[참고] Simplex 방법의 적용을 위해 하나의 변수를
두 개의 음이 아닌 변수로 분리하는 경우(1/3)

Simplex 방법을 적용할 때는 모든 변수들이 0보다 크거나 같다고 가정한다.

즉, 주어진 문제의 최적점에서 모든 변수 값이 음이 아닌 경우에만 Simplex로 풀 수 있다.

Simplex를 적용하기 위한 “선형 수학 모델이 포함한 변수”들 중
최적점에서 부호 제한이 없는 변수는 두 개의 음이 아닌 변수로 분리해야 한다.

Minimize

Subject to

1 22z y y  

2

1

21

21

0

632

1223

y

y

yy

yy







는 부호 제한 없음

Simplex 방법이 적용 가능한 선형 최적화 문제

y2는 부호 제한이 없기때문에
두 개의 음이 아닌 변수로분리한다.

Minimize

Subject to

1 2 22 2f y y y    

1 2 2

1 2 2

1 2 2

3 2 2 12

2 3 3 6

, , 0

y y y

y y y

y y y

 

 

 

  

  



부호 제한이 없는 변수
음이 아닌 변수로 수정

2 2 2

2 2, 0

y y y

y y

 

 

 



“” 형태의부등호 제약 조건:

완화 변수(slack variable)의 도입

“” 형태의부등호 제약 조건:

잉여 변수(surplus variable) 및
인위 변수(artificial variable)의 도입

Minimize

Subject to

1 2 22 2f y y y    

1 2 2 1

1 2 2 2 3

1 2 2

3 2 2 12

2 3 3 6

, , 0, 0; 1  3i

y y y x

y y y x x

y y y x i to

 

 

 

   

    

  

Simplex 방법으로
문제를 푼다

38/57



2009 Fall, Computer Aided Ship Design – Part1 Optimal Ship Design

SDAL@Advanced Ship Design Automation Lab.
http://asdal.snu.ac.kr

Seoul 
National
Univ.

[참고] Simplex 방법의 적용을 위해 하나의 변수를
두 개의 음이 아닌 변수로 분리하는 경우(2/3)

042)(

042)(

212

211





xxg

xxg

x

x

Minimize

Subject to

222)( 21

2

2

2

1  xxxxf x

단, 0,0 21  xx

최적화 수학 모델

선형 최적화 문제가 아니기 때문에
Simplex 방법을 바로 적용할 수 없음

Kuhn-Tucker 필요 조건:

,0222 1211

1





uux

x

L
0222 2212

2





uux

x

L

042 221

2





sxx

u

L
,042 121

1





sxx

u

L

0),,,,(  δζsuxL

, , , 0i i i iu s x  단,

,02 11

1





x

L



02 22

2





x

L



,02 11

1





su

s

L
02 22

2





su

s

L

Kuhn-Tucker

필요 조건에
의해

Simplex 방법을 적용할 수 있는 선형 부정 방정식

모든변수가음이 아니기 때문에
인위변수만추가하여 Simplex방법으로문제를푼다.

Kuhn-Tucker 필요 조건을이용하여
선형수학 모델을 작성할 때

x1, x2가 음이 아니라는제약조건도
함께이용하였기때문에

x1, x2가 음이 아니라고확신할 수있다.

Simplex 방법을 적용할 때는 모든 변수들이 0보다 크거나 같다고 가정한다.

즉, 주어진 문제의 최적점에서 모든 변수 값이 음이 아닌 경우에만 Simplex로 풀 수 있다.

Simplex를 적용하기 위한 “선형 수학 모델이 포함한 변수”들 중
최적점에서 부호 제한이 없는 변수는 두 개의 음이 아닌 변수로 분리해야 한다.
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[참고] Simplex 방법의 적용을 위해 하나의 변수를
두 개의 음이 아닌 변수로 분리하는 경우(3/3)

Kuhn-Tucker 필요 조건:

1 1 2

1

2 2 2 0,
L

x u u
x


     


2 1 2

2

2 2 2 0
L

x u u
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0),,,,(  δζsuxL

, 0i iu s 단,
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L
02 22

2
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L

Simplex 방법을 적용할 수 있는 선형 부정 방정식

x1, x2의 부호 제한이없기 때문에
x1, x2를 각각 두 개의 음이 아닌 변수로분리한후
인위변수를추가하여 Simplex방법으로문제를푼다.

Kuhn-Tucker

필요 조건에
의해

042)(

042)(

212

211





xxg

xxg

x

x

Minimize

Subject to

222)( 21

2

2

2

1  xxxxf x

최적화 수학 모델

Simplex 방법을 적용할 때는 모든 변수들이 0보다 크거나 같다고 가정한다.

즉, 주어진 문제의 최적점에서 모든 변수 값이 음이 아닌 경우에만 Simplex로 풀 수 있다.

Simplex를 적용하기 위한 “선형 수학 모델이 포함한 변수”들 중
최적점에서 부호 제한이 없는 변수는 두 개의 음이 아닌 변수로 분리해야 한다.

선형 최적화 문제가 아니기 때문에
Simplex 방법을 바로 적용할 수 없음
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40/57



2009 Fall, Computer Aided Ship Design – Part1 Optimal Ship Design

SDAL@Advanced Ship Design Automation Lab.
http://asdal.snu.ac.kr

Seoul 
National
Univ.2009 Fall, Computer Aided Ship Design – Part1.Optimal Ship Design

[참고] Simplex 방법의 적용을 위해 하나의 변수를
두 개의 음이 아닌 변수로 분리하는 이유(1/3)

Minimize 21

2

2

2

1 22)( xxxxxf  : 2차 형식의 목적 함수

022 1

1





x

x

L

022 2

2





x

x

L

①’

②’ Simplex 방법으로
풀면?

22 1  x

22 2 x

등호 제약 조건이므로
인위변수추가 22 11  yx

22 22  yx

인위 변수는 최종적으로 0이 되어야함

인위 변수의 합을 최소(0)로하도록인위 목적 함수를구성

22112211 ,,, YyYyXxXx 

422 2121  yyxx

422 2121  yyxx

w

기저변수 X1 X2 Y1 Y2 bi bi/ai

Y1 -2 0 1 0 2 -

Y2 0 2 0 1 2 1

A. Obj. 2 -2 0 0 w-4 -

기저변수 X1 X2 Y1 Y2 bi bi/ai

Y1 -2 0 1 0 2 2

X2 0 1 0 1/2 1 -

A. Obj. 2 0 0 1 w-2 -

- 인위 목적 함수 계수가 전부 양으로변경 되었음
- 그러나인위 변수의 합(w)이 0이 되지 않았음

로 변경 후 Matrix 구성

0,2,1,0 2121  yyxx

x11-2 -1

1

2

3

최적해

x2

(-1,1)

Minimize 21

2

2

2

1 22)( xxxxxf 

Lagrange 함수 구성

21

2

2

2

121 22),( xxxxxxL 

- x1의 부호 제한이 없음에도 불구하고
변수를 분리하지 않았으므로
Simplex 방법으로 문제를 풀 수 없다.

③

④

식 ③+④

Simplex가 중단됨
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[참고] Simplex 방법의 적용을 위해 하나의 변수를
두 개의 음이 아닌 변수로 분리하는 이유(2/3)

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 22)( xxxxxf 

01 x

: 2차 형식의목적 함수

: 선형화된 부등호제약 조건

Lagrange 함수 구성

)(22),,,( 2

121

2

2

2

121   xxxxxxxL

000 2

111  xxx

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 22)( xxxxxf 

Kuhn-Tucker 필요조건으로부터: 0),,,( 21  xxL

022 1

1





x

x

L

022 2

2





x

x

L

02 







L

02

1 






x

L

①

②

③

④

0 이라 가정하면 11 x 식③이성립 안함

0 이라 가정하면 2,1,0 21  xx

Simplex 방법으로
풀면?

x11-2 -1

1

2

3

최적해

x2

(-1,1)

02 2 

2

1 x

22 1 x

22 2 x

022 1

1





x

x

L

022 2

2





x

x

L

02 







L

02

1 






x

L

①

②

③

④

식④에의양변에 를 곱한 후 식③을대입 01 x ⑤

1. 식①, ②, ⑤를 만족하는 해를 찾아야 한다.

2. 식①, ②는 선형이므로 Simplex 방법으로 푼다.

이때 모든 변수가 음이 아니라고 확신할 수 있으므로
인위 변수만 추가하여 Simplex 방법으로 푼다.

3. 2번에서 구해진 해가 비선형 방정식 ⑤를 만
족하는지 확인 한다.

Simplex 방법으로 풀면?
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[참고] Simplex 방법의 적용을 위해 하나의 변수를
두 개의 음이 아닌 변수로 분리하는 이유(3/3)

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 22)( xxxxxf 

01 x

: 2차 형식의목적 함수

: 선형화된 부등호 제약 조건

기저변수 X1 X2 X3 Y1 Y2 bi bi/ai

Y1 -2 0 1 1 0 2 -

Y2 0 2 0 0 1 2 1

A. Obj. 2 -2 -1 0 0 w-4 -

22 1  x

22 2 x

등호 제약 조건이므로
인위변수추가

22 1 x

22 2 x

22 1  x

22 2 x

우변은음이
아니어야함

22 11  yx 

22 22  yx

인위 변수는 최종적으로 0이 되어야함

인위 변수의 합을 최소(0)로하도록인위 목적 함수를구성

221132211 ,,,, YyYyXXxXx  

422 2121  yyxx 

422 2121  yyxx 

w

로 변경 후 Matrix 구성

x11-2 -1

1

2

3

최적해

x2

(-1,1)

기저변수 X1 X2 X3 Y1 Y2 bi bi/ai

Y1 -2 0 1 1 0 2 -

Y2 0 2 0 0 1 2 1

A. Obj. 2 -2 -1 0 0 w-4 -

기저변수 X1 X2 X3 Y1 Y2 bi bi/ai

Y1 -2 0 1 1 0 2 2

X2 0 1 0 0 1/2 1 -

A. Obj. 2 0 -1 0 1 w-2 -

기저변수 X1 X2 X3 Y1 Y2 bi bi/ai

X3 -2 0 1 1 0 2 -

X2 0 1 0 0 1/2 1 1

A. Obj. 0 0 0 1 1 w-0 -

0,0,2,1,0 21321  YYXXX

0,0,2,1,0 2121  yyxx 

01 x 식⑤를만족하므로 해가 된다.

22 1 x

22 2 x

01 x
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[참고] 부호 제약이 없는 변수로 인하여 변수의 개수가
증가 하였을 경우 구해지는 해 (1/2)

행렬식 표현

mtoisu ii   1;0 

식 에 의해 미지수의 개수가 n+p개만큼 증가 하였다.,)1()1()1(   ppp zyv 





  )1()1()1( nnn ddd

식의 개수
n+2m+p

미지수의 개수
2n+2m+2p

본래 위의 식은 미지수의 개수와 식의 개수가 모두 n+2m+p인 방정식이다.

관심있는 변수vi , di 는 에 의해 결정 된다.,)1()1()1(   ppp zyv

52

622

2







yx

zyx

zyx

52

622

2

21

21







yx

zzyx

zzyx

2,0,3,1 21  zzyx해

치환 후의 방정식은
부정 방정식이다.

항상 z1-z2=-2가 된다.

방정식

2,3,1  zyx

)0,( 21

21





zz

zzz 로 치환
예시

))222()(( pmnpmn B

)1)222((  pmnX

)1)((  pmnD

)1)(()1)222(())222()((   pmnpmnpmnpmn DXB







  )1()1()1( nnn ddd
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Simplex 방법으로 구할 수 있는 ①,③번 해 중

[참고] 부호 제약이 없는 변수로 인하여 변수의 개수가
증가 하였을 경우 구해지는 해 (2/2)

0

1132

5







xz

zyx

zyx

0

1132

5

21

21







xz

zzyx

zzyx

방정식
)0,( 21

21





zz

zzz 로 치환
예시

1132

5

2

1





Yzyx

Yzyx

0xz

3개의 변수를 0으로 가정하여 해를 구함

1132

5

221

121





Yzzyx

Yzzyx

4개의 변수를 0으로 가정하여 해를 구함

인위 변수의 합 Y1+Y2가 0이 되면 Simplex가 종료 됨

(x, y, z, Y1, Y2)

① (4, 1, 0, 0, 0)

② (6, 0, -1, 0, 0)

③ (0, 3, 2, 0, 0)

z=z1-z2

(x, y, z1, z2, Y1, Y2)

① (4, 1, 0, 0, 0, 0)

② (6, 0, 0, 1, 0, 0)

③ (6, 0, -1, 0, 0, 0)

④ (0, 0, -, -, 0, 0)

⑤ (0, 3, 0, -2, 0, 0)

⑥ (0, 3, 2, 0, 0, 0)

Simplex로 풀기 위해 인위변수 도입

변수 6개
선형 독립인 식 2개

변수 5개
선형 독립인 식 2개

인위 변수의 합 Y1+Y2가 0이 되면 Simplex가 종료 됨

를 만족하는 것이 방정식의 최종 해이다.

Simplex로 풀기 위해 인위변수 도입

Simplex 방법으로 구할 수 있는 ①,②,⑥번 해 중

0xz 를 만족하는 것이 방정식의 최종 해이다.

z (z1-z2)가 음수인 것을 제외하면
Case #1 경우의 해와 Case #2

경우의 해가 같다.

Case #1 Case #2

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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SLP(Sequential Linear Programming)

 현재의 설계점에서 주어진 목적 함수와 제약 조건을 선형화
하여 선형 계획 문제(LP problem)로 만든 후,

 이를 풀어 설계 변수의 변화 정도를 얻어냄으로써 개선된 설
계점을 구하는 방법

 즉, 선형 계획 문제(Linear Programming) 문제를 연속적
(Sequential)으로 풀어 최적해를 구하는 방법

)()()1( kkk
dxx 

현재의
설계점

LP problem으로부터 구하는 설계 변수의 변화 정도개선된
설계점

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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순차적 선형 계획법(SLP; Sequential Linear Programming) 예제
- 부등호 제약 조건이 있는 경우 풀이 예(1)

0)(

0)(

00.1
6

1

6

1
)(

13

12

2

2

2

11







xg

xg

xxg

x

x

x

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 3)( xxxxf x

최적해는 3)(),3,3( **  xx f

초기 시작점은 ),1,1()0( x

001.021   이고, 15%의 설계 변화가
허용된다고 가정

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A

B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* x

x(0) = (1, 1)

f = -25

f = -20

f = -10

f = -3

f = -1
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48/57



2009 Fall, Computer Aided Ship Design – Part1 Optimal Ship Design

SDAL@Advanced Ship Design Automation Lab.
http://asdal.snu.ac.kr

Seoul 
National
Univ.

순차적 선형 계획법 예제
- 부등호 제약 조건이 있는 경우 풀이 예(2)

0)(

0)(

00.1
6

1

6

1
)(

13

12

2

2

2

11







xg

xg

xxg

x

x

x

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 3)( xxxxf x

1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* x

x(0) = (1, 1)

f = -25

f = -20

f = -10

f = -3

(1) 반복 과정 1(k = 0)

(i) 단계 1

001.0),1,1( 21

)0(  x

문제에서 주어진 초기 조건으로부터

2
1 3

2

3

(1,1) 1

(1,1) 0

(1,1) 1 0

(1,1) 1 0

f

g

g

g

 

  

  

  

제약 조건 만족

제약 조건 만족

제약 조건 만족

(ii) 단계 2: 목적 함수와 제약 조건 함수의 값 계산

f = -1
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순차적 선형 계획법 예제
- 부등호 제약 조건이 있는 경우 풀이 예(2)

2 2

1 1 2

2 1

3 2

1 1
( ) 1.0 0

6 6

( ) 0

( ) 0

g x x

g x

g x

   

  

  

x

x

x

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 3)( xxxxf x

(1) 반복 과정 1(k = 0)

(iii) 단계 3: LP 문제의 정의(목적함수를 선형화 한다.)
1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* x

x(0) = (1, 1)

f = -25

f = -20

f = -10

f = -3

f = -1

(0) (0) (0) (0) (0)( ) ( ) ( )Tf f f   x x x x x Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 목적 함수Minimize:

001.0),1,1( 21

)0(  x

(0) (0) (0) (0) (0)( ) ( ) ( )Tf f f   x x x x xMinimize:

  (0)

(0)

(0) (0) (0) 1

1 2 2 1 (0)

2

( ) ( ) 2 3 2 3
d

f f x x x x
d

 
      

 
x

x d xMinimize:

(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

1 2 1 2 1 2( ) (2 3 ) (2 3 )f x x d x x d   d

(0) (0) (0)

1 2( )f d d  d

1 2

(0) (0) ,
f fT

x x
f

 

 
      x d

선형화 된 목적 함수

(0) (1,1)x 대입

( ) ( ) ( )

1 2

T
k k kx x   x

)()()1( kkk
dxx 

( ) ( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2

T
k k k

T
k k

d d

x x

   

    

d
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순차적 선형 계획법 예제
- 부등호 제약 조건이 있는 경우 풀이 예(2)

2 2

1 1 2

2 1

3 2

1 1
( ) 1.0 0

6 6

( ) 0

( ) 0

g x x

g x

g x

   

  

  

x

x

x

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 3)( xxxxf x

(1) 반복 과정 1(k = 0)

(iii) 단계 3: LP 문제의 정의(제약조건을 선형화 한다.)
1 2 3 4

1

2

3

4

x1

x2

A B

C

g2 = 0

g3 = 0

g1 = x1
2 + x2

2 - 6.0 = 0

)3,3(* x

x(0) = (1, 1)

f = -25

f = -20

f = -10

f = -3

f = -1

001.0),1,1( 21

)0(  x

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한
제약조건

Subject to:
(0) (0) (0) (0) (0)( ) ( ) ( ) 0; 1  T

j j jg g g j to m     x x x x x

(0) (0) (0)( ) ( ); 1  T

j jg g j to m    x x x

1 2

(0) (0) (0) (0) (0) (0), , ( ) ( ) ( )j jg gT T

j j j jx x
g g g g

 

 
         
 

x d x x x d

Subject to:

   

 

 

(0)
2 2

(0) (0) (0) (0) (0)11 1
1 2 1 21 3 3 (0)

2

(0)

(0) (0) (0)1

1 12 (0)

2

(0)

(0) (0) (0)1

2 23 (0)

2

1 1
( ) 1.0

6 6

( ) 0

( ) 0

d
g x x x x

d

d
g x x

d

d
g x x

d

   
         

  

 
       

 

 
       

 

d

d

d

(0) (0) (0)1 1
1 21 3 3

(0) (0)

12

(0) (0)

23

2
( )

3

( ) 1

( ) 1

g d d

g d

g d

  

  

  

d

d

d

2
1 3

2

3

(1,1)

(1,1) 1

(1,1) 1

g

g

g

 

 

 

선형화 된 제약 조건

를 이항하면
(0)( )jg x )()()1( kkk

dxx 

(0) (1,1)x 대입
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순차적 선형 계획법 예제
- 부등호 제약 조건이 있는 경우 풀이 예(3)

Minimize

Subject to

21 ddf 

15.015.0

15.015.0
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1
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xg

xg

xxg

x

x

x

Minimize

Subject to

21

2

2

2

1 3)( xxxxf x

)1,0(),0,1(

),,(),1,1(

1)1,1(,1)1,1(

,)1,1(,1)1,1(

32

3
1

3
1

1

32

3
2

1









gg

gf

gg

gf

설계 변수의 변화 범위에
대한 제약 조건
(move limit) 오른 쪽 그림으로부터

최적해를 구하면,

15.0,15.0 21  dd

(프로그램을 이용할 경우에는
Simplex 방법을 이용하여 최적해를 구함)

6
d1

d2

1 2 3 4 5-1-2

-1

-2

1

2

3

4

A B

C

d1=-1

d2=-1

d1+d2=2

1 2 0f d d   

0.15

설계 변수의
변화 범위

(move limit)

제한

1 2 0.3f d d    

(iv) 단계 4: LP 문제의 풀이를 통한 탐색 방향(d(0))의 결정

목적 함수 및
제약조건을 선형화

탐색 방향이
결정 되었음

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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순차적 선형 계획법 예제
- 부등호 제약 조건이 있는 경우 풀이 예(5)

(v) 단계 5: 수렴 기준의 검토(결정된 탐색 방향(d(0))을 이용한다.)

)001.0(212.015.015.0

)15.0,15.0(),(

2

22)0(

21

)0(





d

d dd

이므로 수렴 기준을 만족하지 않음

(vi) 단계 6: 새로운 설계점의 결정 및 반복 횟수의 갱신

)15.1,15.1()15.0 ,15.0()1,1()0()0()1,1()1(  dxxx

11 kk

0. 개선된 설계점을 찾았으므로,

1. 다시 개선된 설계점에서 주어진 문제를 선형 계획 문제로 근사화하고,

2. 선형 계획 문제를 풀어서 탐색 방향(d)을 정한 뒤,

3. 개선된 설계점을 찾는다.

(중지 조건: 단, 탐색 방향 d의 크기가 보다 작으면 탐색을 중지 한다.)

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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SLP(Sequential Linear Programming) 알고리즘의 요약

 단계 1: k=0으로 둔다. x(0)으로 설계 변수의 초기값을 추정핚
다. 또핚 제약 조건의 위배 정도와 수렴 기준으로 작은 수 1, 
2의 적젃핚 초기값을 선정핚다.

 단계 2: x(k)에서 목적 함수, 제약 조건과 이들의 경사도
(gradient)를 계산핚다.

 단계 3: x(k)의 변화 범위(move limit) xil
(k), xiu

(k)를 적젃히
선정하고, 선형 계획 문제를 수학적으로 정의핚다. 즉,

)()()( k

iu

k

i

k

il xxx 
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SLP(Sequential Linear Programming) 알고리즘의 요약

 단계 4: 앞서 정의된 선형 계획 문제를 Simplex 방법으로 풀
어 d(k)를 구핚다.

 단계 5: 수렴 여부를 확인핚다. 즉, gi  1(i = 1 to m), |hi| 
1 (i = 1 to p), 그리고 d(k) 2인지 확인하여 그렇다면 현
재의 x(k)가 최적해라고 가정하고 종료핚다. 그렇지 않다면 다
음 단계로 간다.

 단계 6: 새로운 설계 변수 x(k+1) = x(k) + x(k)로, 반복 횟수 k
= k+1로 수정하고 단계 2로 간다.

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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여기서,

제약 최적화 문제의 선형화
(Linear Programming Problem)

)()()()()( )()()( kkTkkk fff xxxxx Minimize
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xxxxx

xxxxxSubject to

Taylor 급수의 1차항(선형항)만
고려한 목적 함수

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 등호 제약 조건

Taylor 급수의 1차항(선형항)만 고려한 부등호 제약 조건

여기서,
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라고 가정하면
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Matrix form

Minimize

Subject to
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bdA

edN

선형 계획 문제(Linear Problem)

 Simplex 방법을 이용해 해결 가능)(
)()()( k

iu

k

i

k

iliuiil xxxddd 

: 선형화 된
목적 함수

: 선형화 된
등호 제약 조건

: 선형화 된
부등호 제약 조건
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SLP 방법의 핚계점

 설계 변수의 변화 범위(move limit)을 사용자가 주어야 함

 설계 변수의 변화 범위가 작을 경우 최적해를 찾는 데에 많은 시간이 소요
됨

 반면, 설계 변수의 변화 범위가 클 경우 최적해를 못 찾을 수도 있음

)(xf

x)1( nx)(nx
)2( nx

원래의 목적 함수

선형화 된 목적 함수 선형화 된 목적 함수

개선된 해를 찾지 못하고
진동(oscillation)함

- Ch.6 Constrained Nonlinear Optimization Method
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