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Part II. Ship Motion & Wave Load Part II. Ship Motion & Wave Load 
: : 강의강의 내용내용

¡ 탄성선의 미분 방정식 유도

¡ 보 속의 전단력(Shear force), 굽힘 응력(Bending moment)

¡ 선박의 하중 곡선(Load curve),
전단력(Shear force), 굽힘 응력(Bending moment)
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응력과응력과 변형율의변형율의 관계관계 (1)(1)

② 어떤 재료를 힘을 주어 당기면 늘어난다.

① 힘(F)은 압력(σ)과 면적(A)의 곱으로 표현

AF ×= s
A
F

=s
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② 어떤 재료를 힘을 주어 당기면 늘어난다.

LA
F ds µ=

L

s

d



응력과응력과 변형율의변형율의 관계관계 (2)(2)

③ 비례상수 E (young’s modulus)를 사용하여 나타내면,

L
E

A
F d

×= es E=

LA
F ds µ=
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압력=응력(σ) : 단위면적당 작용하는 힘

변형율(ε) : 단위길이당 늘어난 길이



M Mqdr

y

x

① dsd =× qr r
q 1

=
ds
d

탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도 (1)(1)

② 중립면에서 y만큼 떨어진
곳의 변형율 (ε)

ds : 원래 길이

es E=
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ds

M M

y

qdr

dx

qd

ds
qdy × : 늘어난 길이

r
qe y

ds
dy

-=
×-

==
원래길이

늘어난길이

③ 중립면에서 y만큼 떨어진
곳의 응력(σ)

r
es yEE ×-=×=* 중립면 : 보의 볼록 한 쪽의 재료는 늘어나고, 오목한 쪽의 재료는 줄어든다.

이 때, 보의 상면과 하면 사이의 어딘가는길이가 변하지 않는 재료들의 층이 존재할 것이다. 
그와같은 재료들이 이루는 면을 중립면이라한다.

중립면
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탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도 (2)(2)

⑤ 미소면적에 작용하는 모멘트④ 미소면적에 작용하는 힘 : 

dAyEdAdF
r

s ×-==

r
es EyE ==

y

x

오른손 법칙에 의해 양의 모
멘트의 방향이 정의됨

y
양의 모멘트음의 모멘트

M Mr

y
x
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중립면

<보의단면>

dA
y

y

x

M Mr

x

M Mr

x
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•응력이 음인 곳(압축)에서의 모멘트

dAydM s=

M Mr

y

x

탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도 (3)(3)

⑤ 미소면적에 작용하는 모멘트

r
es EyE ==

오른손 법칙에 의해 양의 모멘트의 방향이 정의됨

양의모멘트

y

M Mr

y
x
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dAydM s=
( )0> ( )0> ( )0< ( )0>

x

y

M+2s

1s
dA

•응력이 양인 곳(인장)에서의 모멘트

dAydM s=
( )0> ( )0< ( )0> ( )0>

dAydM s-=\• 상면이 ‘압축’이고,  하면이 ‘인장’인 경우
• 선박의 경우 sagging condition에 해당

상면

하면
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탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도 (4)(4)
r

es EyE ==

y
2s

오른손 법칙에 의해 양의 모멘트의 방향이 정의됨

•응력이 양인 곳(인장)에서의 모멘트

dAydM s=

⑤ 미소면적에 작용하는 모멘트

r

y

x

양의모멘트

M Mr

y
x
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x

y

M-2s

1s

dAydM s=
( )0< ( )0> ( )0> ( )0>

•응력이 음인 곳(압축)에서의 모멘트

dAydM s=
( )0< ( )0< ( )0< ( )0>

dA

dAydM s-=\• 상면이 ‘인장’이고,  하면이 ‘압축’인 경우
• 선박의 경우 hogging condition에 해당

상면

하면
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탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도 (5)(5)

⑥ 단면에 작용하는 모멘트 : 
미소면적에 작용하는 모멘트 적분

òòò

ò
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-×-=-=

=

AAA

A

dAyEdAyEyydF

dMM

2

rr

④ 미소면적에 작용하는 힘 : 

dAyEdAdF
r

s ×-==

r
es EyE == M Mr

y
x

⑤ 미소면적에 작용하는 모멘트
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òòò

ò
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-×-=-=

=

AAA

A

dAyEdAyEyydF

dMM

2

rr

ò=
A

dAyI 2Define
(moment of inertia)

r
EIM =then,

r
1

=
EI
M

x

y
M+2s

1s

ydF
dAydM

-=
-=\ s

dA
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⑦Assume that

( )
dx
dydxds =»» qq tan,

2

2

dx
yd

dx
dy

dx
d

dx
dy

ds
d

ds
d

=÷
ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ=

q

y

x

r
1

-=
EI
M탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도 (6)(6)

r
q 1

=
ds
d
① ⑥

양의
모멘트
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ds

M M

y

qdr

dx

qd

dy

r
q 1

2

2

==\
dx

yd
ds
d

⑧

⑨According to ⑥ and ⑧

EI
M

dx
yd

=2

2

: 탄성선의 미분방정식
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y방향의 합력 : 

( ) 0)( =-++- dxxfVdVV

0)( =--Þ dxxfdV

)(xf
dx
dV

-=Þ

탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도
분포하중이분포하중이 있을있을 때의때의 탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 (1)(1) EI

M
dx

yd
-=2

2

dxxf )(

y

x
양의
모멘트
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)(xf
dx
dV

-=Þ

모멘트 (파란색 축 기준):

( ) 0
2
1)( =×+--+ dxdxxfVdxMdMM

dMM +M

dx

V dVV +

분포하중:)(xf ( )( )0, 2 »dxQ0=-Þ VdxdM

)(xV
dx

dM
=Þ
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탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 유도유도
분포하중이분포하중이 있을있을 때의때의 탄성선의탄성선의 미분방정식미분방정식 (2)(2)

)(xf
dx
dV

-=)(xV
dx

dM
=

)(11
3

3

xV
EIdx

dM
EIdx

yd
×=×=

EI
M

dx
yd

=2

2

: 탄성선의 미분방정식

y

x
양의
모멘트
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)(11
3

3

xV
EIdx

dM
EIdx

yd
×=×=

)(11
4

4

xf
EIdx

dV
EIdx

yd
×-=×=

)(4

4

xf
dx

ydEI -=\

dMM +M

dx

V

dxxf )(

dVV +

분포하중:)(xf

양의
모멘트
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보보 속의속의 전단력전단력(Shear force)(Shear force)
굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)
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보보 속의속의 전단력전단력(Shear force)(Shear force)
굽힘굽힘 응력응력(Bending moment) (1)(Bending moment) (1)

L길이

보에 균일 하중 w가 작용하고 있다.
양끝 지지점에서의 반력 RA,RB는?

(Review : 재료역학-학부2학년과목)

z

x

z

x
(+)(-)

균일 분포 하중 wz

xA B

① z축 방향 힘 평형

0)(
0

=-+= òå
L

BAZ dxxwRRF

0=-+ wLRR BA

② 모멘트 평형

0)(
0

=+-= òå
L

BA xdxxwLRM

2
wLwLRR BA =+-=
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L길이

BRAR

0)(
0

=+-= òå
L

BA xdxxwLRM

0
2

2

=+-
LwLRB 2

wLRB =
(A를 지나고 xz 평면에
수직인 축에 대한 모멘트)

만약 지지점이 없다면?

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¹

¹

å
å

0

0

A

Z

M

F
가속도 운동

AR BR

힘과 모멘트 평형을 위해 외력(RA,RB )을 추가함

평형 상태 (가속도 = 0)



..FS

..MB

B.M.과 S.F.의 방향을
이와 같이 선택한 이유?

z

x

보보 속의속의 전단력전단력(Shear force)(Shear force)
굽힘굽힘 응력응력(Bending moment) (2)(Bending moment) (2)

균일 분포 하중 wz

x
L길이

보에 균일 하중 w가 작용하고 있다.
왼쪽 끝(x=0)에서 x1만큼 떨어진 지점에서의
S.F.(Shear Force)와 B.M.(Bending Moment)는?

1x

(Review : 재료역학-학부2학년과목)

z

x

z

x
(+)(-)

좌표축의 양의 방향으로 선택함
(다르게 선택해도 무방하나
힘과 모멘트 평형 조건을 사용할 때,
부호를 고려해 주어야 함)
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L길이1x

z
w

x
1x

2
wL

..FS

..MB

자유 물체도
ü z축 방향 힘의 평형 조건

0
2

.. 1

0
=-+= òå

x

Z wdxwLFSF

ü 모멘트의 평형 조건(x=x1기준)

0)(
2

.. 1

1 0 11 =-+-= òå =

x

xx dxxxwxwLMBM

ò+-= 1

01 2
).(.

x
wdxwLxFS

ò --= 1

0 111 )(
2

).(.
x

dxxxwxwLxMB

â x1이전까지 작용한 힘의 합

â x1이전까지 작용한 모멘트의 합(x=x1을 지나고 xz 평면에
수직인 축에 대한 모멘트)



선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force), (Shear force), 
굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)
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선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

균일 분포 하중 wz

x
L길이

z

x

AR BR

차이점? ü 동적 평형 상태
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è 보는 정지 상태이나 선박은 운동 중임

차이점?

선박을 정지시키려면?

è 합력과 방향은 반대이고 크기가 같은 힘을 준다

å= FxM &&• Newton 제 2법칙 :

• d’Alembert principle : 0=-å xMF &&

이항

관성력 (inertial force)

동적 평형 상태
(Dynamic equilibrium)

• Newton 제 2법칙 • d’Alembert principle

1F

4F

2F

3F

xM &&

4321 FFFFxM +++=&&

2F

3F

xM &&-
1F

4F

xMFFFF &&-+++= 43210

ü 동적 평형 상태

가상일 원리(principle of virtual work)
같이 정적 평형 상태에서 적용되는
개념을 동역학에 적용할 수 있음



선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

(Review) 선박에 작용하는 힘

균일 분포 하중 wz

x
L길이

z

x

AR BR
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(Review) 선박에 작용하는 힘

RDKFstatic FFFF +++ .+= GravityF
SurfaceBody FFxM +=&&

( )xBxAF &&& --=R

동적 평형 상태

xBxAFFFFxM &&&&& --++++-= DKFstaticGravity ..0

수직방향 힘성분 (운동 방정식의 3행 성분)



선박선박 운동운동 방정식과방정식과 선체선체 구조와의구조와의 관계관계 (Step1)(Step1)

Step1. 운동 방정식으로부터 Heave, Pitch의 RAO1)를 계산

1) RAO(Response Amplitude Operator) : 1m 파고에 대한 선박의 운동 응답

[ ]T654321 ,,,,, xxxxxx=x

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

--
-

--
-

-
-

=

zzzxCC

yyCC

xzxxCC

CC

CC

CC

IIMxMy
IMxMz

IIMyMz
MxMyM

MxMzM
MyMzM

00
000

00
000

000
000

M

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

666462

555351

464442

353331

262422

151311

000
000

000
000

000
000

BBB
BBB

BBB
BBB

BBB
BBB

B

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

6

5

4

3

2

1

F
F
F
F
F
F

excitingF

Sway

Heave

Roll

Surge Pitch

Yaw
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( ) excitingFCxxBxAM =+++ &&&
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ú
ú
ú
ú
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ù
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â heave-pitch
motion of equation :
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6
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F
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F
F
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excitingF

(           으로 가정)0=cy

운동 방정식 :
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선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

(Review) 선박에 작용하는 힘

균일 분포 하중 wz

x
L길이

z

x

AR BR
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(Review) 선박에 작용하는 힘

( ) ( ) 5353335353333,3,.03,3,530 xxxxhxx w &&&&&&&&&& BBAAeFFFFxM tiA
D

A
KFGravityStaticC ----++++--=

= 각 단면에 작용하는 힘을 배 길이 전체에 대해 적분한 값

ex) 보 : ò=
L

load dxxwF
0

)( ex) 중량 : ò-=
2/

2/3, )(
L

Lstatic gdxxmF

RDKFstatic FFFF +++ .+= GravityF
SurfaceBody FFxM +=&&

( )xBxAF &&& --=R

동적 평형 상태

xBxAFFFFxM &&&&& --++++-= DKFstaticGravity ..0

수직방향 힘성분 (운동 방정식의 3행 성분)



y

z
1xx =

0

선박선박 운동운동 방정식과방정식과 선체선체 구조와의구조와의 관계관계 (Step5)(Step5)

ü 상하동요 운동 방정식에서 각 성분의 의미 (Review : strip theory & 선박 운동 방정식 유도 과정)

x
y

z

1x

)( 133 xa단면의 상하 동요로 인한
z방향 added mass  :

331135 )( axxa -=단면의 상하 동요로 인한
y축 방향 회전 added mass : LL

2x 3x

535333 xx &&&& aa -- 5331333 xx &&&& axa +-=단면에 작용하는
added mass force : ( )51333 xx &&&& xa --=
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y
x

z

535333 xx &&&& aa --단면에 작용하는
added mass force : ( )51333 xx &&&& xa --=( )3335 xaa -=

1x 2x 3x
LL

( ) ( ) 3,3,5353335353333,3,.0530 GravityStatic
tiA

D
A

KFC FFBBAAeFFxM ++----++--= xxxxhxx w &&&&&&&&&&

dxxxaA

dxxaA
L

L

L

L

)(

)(
2/

2/ 3335

2/

2/ 3333

ò
ò

-

-

-=

=

x위치 단면의
단위 길이당
부가 질량

전체
부가 질량

)( 51333 xx &&&& xa --

)( 52333 xx &&&& xa --
)( 53333 xx &&&& xa --

(Example of added mass force)



선박선박 운동운동 방정식과방정식과 선체선체 구조와의구조와의 관계관계 (Step5)(Step5)

ü 상하동요 운동 방정식에서 각 성분의 의미 (Review : strip theory & 선박 운동 방정식 유도 과정)

( )ò- +=+
2/

2/ 333,3,. )()(
L

L

A
D

A
KF dxxhxfFF

Froude-
Krylov
force

x위치 단면의
단위 길이당

Froude
-Krylov
force

x위치 단면의
단위 길이당
Diffraction

force

Diffraction
force

( )ò- -=+
2/

2/3,3, )()(
L

LGravityBuoyancy dxgxmxbFF

Total
buoyancy

Total
weight

x위치 단면의
단위 길이당

weight

x위치 단면의
단위 길이당
buoyancy

gxm )(

( )53)( xx &&&& xxm -
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( ) ( ) 3,3,5353335353333,3,.0530 GravityStatic
tiA

D
A
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ò-=
2/

2/
)(

L

L
dxxmM

x위치에서의
단위 길이당

질량

전체 질량 dxxxaA

dxxaA
L

L

L

L

)(

)(
2/

2/ 3335

2/

2/ 3333

ò
ò

-

-

-=

=

x위치 단면의
단위 길이당
부가 질량

전체
부가 질량

dxxxbB

dxxbB
L

L

L

L

ò
ò

-

-

-=

=
2/

2/ 3335

2/

2/ 3333

)(

)(

x위치 단면의
단위 길이당
감쇠 계수

전체
감쇠 계수

( )ò- +=+
2/

2/ 333,3,. )()(
L

L

A
D

A
KF dxxhxfFF ( )ò- -=+

2/

2/3,3, )()(
L

LGravityBuoyancy dxgxmxbFF

)(xb

ti
DKF eff wh )( 3,3,.0 +

)( 5333 xx &&&& xa --

)( 5333 xx && xb --



선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

하중(Load) ?

균일 분포 하중 wz

x
L길이

z

x

è 임의의 x위치에서 단위 길이에 작용하는 수직 방향 힘 성분

( ) ( ) 5353335353333,3,.03,3,530 xxxxhxx w &&&&&&&&&& BBAAeFFFFxM tiA
D

A
KFGravityStaticC ----++++--=
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AR BR
dx dx

wxq =)(

( )gxmxb )()( -+

( )5333 )( xx && xxb --

( )5333 )( xx &&&& xxa --

( ) tiexhxf wh )()( 330 ++

( )53)( xx &&&& xxm --=)(xq è Mass inertia

è Added mass force

è Potential damping

è Froude-Krylov + Diffraction

èHydrostatic force
+ Structural weight

Heave,Pitch 가속도와 속도는 운동 방정식으로부터 계산됨

:)(xq(           단위 길이당 하중)



선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

ü Given : heave-pitch motion of equation
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F
F
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IAAMx
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x
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x

&
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&&
&&

ü Find : 1m 파고에 대한 heave, pitch 운동 변위, 속도, 가속도

Motion amplitude(complex)

파고
(real)

Wave exciting
force amplitude
(complex)

ω : Wave frequency
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① 운동 방정식에 변위,속도,가속도 대입
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선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

① 운동 방정식에
변위,속도,가속도 대입
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선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

(continue)
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④ 역행렬을 곱하여
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1) RAO(Response Amplitude Operator) : 1m 파고에 대한 선박의 운동 응답

÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

+++-=

+++--=

+++--=

+++-=

555555
2

535353
2

353535
2

333333
2

)(

)(

)(

)(

CBiAIS
CBiAMxR
CBiAMxQ

CBiAMP

yy

C

C

ww

ww

ww

ww

Computer Aided Ship Design 2008 Computer Aided Ship Design 2008 –– PART II: Ship Motion & Wave LoadPART II: Ship Motion & Wave Load NAOE/SNU

27

④ 역행렬을 곱하여
변위 를 구함
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⑤ 1m 파고에 대한
운동 변위(RAO1))



선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

ü 선박의 heave 및 pitch 변위, 속도, 가속도 (파고 η0는 주어지는 값)
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< 가속도 >

대입 미분 미분
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )gxmxbxbxaexhxfxxmxq ti )()()()()()( 5333533333053 -+----++--= xxxxhxx w &&&&&&&&&&

ü 속도, 가속도를 대입한 단위 길이당 수직 하중

( ) ( ) ( ) ( ) ( )gxmxbexibexaexhxfexxm tiAAtiAAtitiAA )()()()()( 533353
2

3333053
2 -+---+++-= wwww xxwxxwhxxw

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )gxmxbexibxaxhxfxxm tiAAAAAA )()()()()( 533353
2

3333053
2 -+---+++-= wxxwxxwhxxw



( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )gxmxbexibxaxhxfxxmxq tiAAAAAA )()()()()()( 533353
2

3333053
2 -+---+++-= wxxwxxwhxxw

선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

ü 단위 길이당 수직 하중

Wave에 의한 힘 및 선박의 운동과 관련
(Wave load)

질량과 물에 잠긴 형상에 관련
(Still water load)

Mass
inertia

Added mass
force

Potential
damping

DiffractionFroude-
Krylov

Hydrostatic
force

Structural
weight
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gxm )(

)(xb

)(3 xf

)(3 xh

( )5333 xx &&&& xa -- ( )53)( xx &&&& xxm --

( )5333 xx && xb --
0) =tex

(본래는 시간에
따라 변함: )tie w



선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )gxmxbexibxaxhxfxxmxq tiAAAAAA )()()()()()( 533353
2

3333053
2 -+---+++-= wxxwxxwhxxw

ü 단위 길이당 수직 하중

Wave에 의한 힘 및 선박의 운동과 관련
(Wave load)

질량과 물에 잠긴 형상에 관련
(Still water load)

z

x

z

x
(+)(-)

Mass
inertia

Added mass
force

Potential
damping

DiffractionFroude-
Krylov

Hydrostatic
force

Structural
weight
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Hydrostatic
force

Structural
weight

Mass
inertia

Froude-Krylov

Diffraction
Added mass force
Potential damping

M

..FS

..MB

ü z축 방향 힘의 평형 조건
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ü 모멘트의 평형 조건(x=x1기준)
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선박의선박의 하중하중 곡선곡선(Load curve),(Load curve),
전단력전단력(Shear force),(Shear force),굽힘굽힘 응력응력(Bending moment)(Bending moment)
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Wave에 의한 힘 및 선박의 운동과 관련
(Wave load)

질량과 물에 잠긴 형상에 관련
(Still water load)
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VWBM
(Vertical Wave Bending Moment)

SWBM
(Still Water Bending Moment)

적분

적분 (x대신 적분 변수를 v로 둠)


